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数学 和 任何 一 门 自然 科学 或 社会 科学 一 样 ,其 诞生 
和 发 展 都 离 不 开 思 维 , 都 要 依靠 思维 ,并 通过 思维 去 研究 
和 展现 对 于 作为 思维 存在 形式 之 一 的 数学 思维 而 言 , 人 
们 也 许 会 立即 指出 ;其 特征 是 高 度 的 抽象 性 和 严密 的 刘 
辑 性 ,这 固然 言 之 有 理 , 但 却 并 不 全 然 。 随 着 数学 方法 论 
这 一 学 科 的 诞生 和 发 展 , 特 别 在 我 国 数学 教育 界 , 自 
1980 年 以 来 在 著名 数学 家 人 徐 利 治 先生 的 倡导 下 ,数学 方 
法 论 也 日 益 受 到 重视 和 发 展 , 以 致 人 们 在 如 下 儿 个 方面 
加 深 了 认识 。 

其 一 是 深刻 认识 到 数学 思维 除了 抽象 性 和 座 辑 性 的 
特征 外 ,同样 具有 甚或 更 重要 的 特征 是 观察 、 实 验 、 类 比 、 
归纳 、 猜 测 、 反 了 驳 、 想 象 、 直 觉 和 美感 等 等 ; 

其 二 是 对 于 数学 是 一 种 文化 这 一 古今 有 之 的 共识 有 
了 更 深 的 理解 , 亦 即 进一步 认识 到 数学 不 单纯 是 处 理 实 
际 问题 的 工具 ,数学 教育 乃 是 一 种 文化 素质 的 教育 ,或 者 
说 提高 文化 素质 的 原则 ,在 数学 教育 中 据 有 重要 的 位 置 。 
如 所 知 , 柏 拉 图 曾 张 榜 声 明 ,不 懂 几 何 的 人 不 要 进 他 的 哲 
学 学 校 ;英国 律师 至 今 都 要 在 大 学 里 学 习 许 多 数学 知识 ， 
特别 是 许多 高 深 的 数学 课程 ,都 是 被 誉 为 西方 名 将 摇篮 
之 美国 西点 军校 学 生 的 必修 课 。 其 所 以 如 此 ,无 不 源 于 提 
高 文化 素质 的 原则 。 几 乎 可 以 说 , 当 这些 学 生 真正 成 为 哲 
学 大 师 、 著 名 律师 或 运筹 帷 幅 的 将 帅 时 ,实际 上 早 把 学 生 
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时 代 所 学 到 的 那些 具体 的 数学 知识 忘 得 一 干 二 净 , 但 他 
们 在 当年 所 受到 的 数学 训练 , 却 一 直 在 他 们 的 工作 和 事 
业 中 起 着 重要 作用 ,甚至 受用 终身 ; 

其 三 是 进一步 认识 到 任何 重大 数学 发 现 和 创新 ,都 
是 数学 思维 方式 发 生变 划 的 结果 。 如 所 知 ,大 数学 家 希 尔 
伯 特 曾 指 出 :任何 历史 遗留 难题 的 解决 ,或 者 任何 重大 的 
开创 性 数学 工作 的 出 现 ,都 将 伴随 着 新 的 数学 园地 的 开 
性 。 这 无 非 是 说 ,只 有 那些 图 于 传统 思维 方式 和 传统 观念 
统治 下 无 法 解决 的 问题 才能 长 期 不 得 其 解 ,因而 此 类 问 
题 的 解决 或 其 他 有 重大 历史 意义 的 开创 性 工作 ,都 要 有 
新 的 思维 方式 的 出 现 和 对 于 传统 观念 的 突破 ,从 而 也 就 
必然 随 之 而 开辟 新 的 数学 研究 方向 和 领域 .既然 如 此 ,我 
们 若 能 深入 探索 数学 思维 方式 的 变化 规律 ,进而 自觉 地 
把 握 和 运用 这 些 数学 思维 方式 的 变化 规律 ,其 意义 之 重 
大 是 不 言 而 喻 的 。 

总 之 ,我 国 数学 教育 界 已 日 益 重 视 数 学 创造 性 活动 
中 的 数学 形象 思维 与 数学 思维 方式 的 研究 ,有 关 文 献 和 
著作 日 益 增多 ,国内 部 分 高 等 院 校 相继 开设 数学 方法 论 
课程 ,成 立 相应 的 研究 中 心 ;培养 了 一 批 数 学 方法 论 方向 
的 研究 生 ，, 多 次 举办 全 国 性 的 数学 方法 论 学 术 讨 论 会 。 席 
振 侍 所 著 《 数 学 的 思维 方式 }》 一 书 ,无疑 又 是 日 益 增 多 之 
数学 方法 论文 献 、. 著 作 中 的 一 支 奇 苑 。 该 书 首 先 从 哲学 、 
现代 心理 学 和 思维 科学 的 角度 论述 了 思维 概念 的 本 质 和 
特征 ,进而 论述 了 数学 的 若干 基本 思维 方式 的 含义 、 历 史 
渊源 .方法 论 功 能 及 其 应 用 ,再 则 论述 数学 中 的 具体 思维 
原理 和 方法 。 这 也 是 本 书 作 者 多 年 来 从 事 数 学 教学 与 科 
研 的 一 项 重要 战果 。 全 书 内 容 丰 富 , 说 理 清 楚 , 堪 称 我 国 
数学 教育 和 数学 方法 论 方面 的 又 一 部 佳作 ,因而 本 人 乐 
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于 向 读者 推荐 并 为 之 作 序 。 本 书 读者 们 有 何 积极 建议 或 
评述 ,可 与 本 书 作者 通信 讨论 ,以 求 更 加 完善 和 达到 更 高 
的 学 术 水 平 。 学 无 止境 ,相信 作者 会 热烈 欢迎 和 衷心 感谢 
的 。 


朱 格 模 
1993 年 12 月 9 日 于 南京 


出 版 说 明 


如 大 家 所 知 , 数 学 方法 论 作 为 研究 数学 中 的 发 现 、 发 
明 与 创新 等 法 则 的 一 门 学 问 , 已 有 很 长 的 历史 ,而 且 内 容 
极为 丰富 。16 世纪 以 来 ,如 笛 卡 尔 \(Descartes)、 杀 布 尼 区 
(Leibniz) , 庞 加 莱 (Poincaré)、 克 莱 因 (Klein)、 希 尔 伯 特 
(Hilbert7 和 阿达 玛 (Hadamard) 等 著名 学 者 ,都 有 过 这 方 
面 的 论著 和 发 表 过 这 方面 的 精辟 见解 。 就 近 现 代 而 育 , 以 
著名 的 美 籍 匈牙利 数学 家 波 利 亚 (Polya) 为 例 , 他 曾 以 数 
十 年 的 时 间 从 事 数 学 方法 论 的 研究 ,出 版 了 一 系列 论著 ， 
并 被 译 为 多 种 文字 ,受到 全 世界 的 普遍 重视 ,被 誉 为 第 二 
次 世界 大 战 后 出 现 的 经 典 著 作 之 一 。 在 我 国 , 也 有 许多 家 
者 在 各 种 不 同 的 场合 屡次 指出 :要 在 数学 教材 与 教学 过 
程 中 ,注意 对 形成 数学 概念 的 认识 过 程 的 分 析 , 努 力 教 给 
学 生 以 寻找 真理 和 发 现 真理 的 手段 ,特别 是 我 国 数学 家 
徐 利 治 教授 ,他 先后 到 过 苏联 、 德 国 、 美 国 、 加 拿 大 和 保 加 
利 亚 等 国 进 行 学 术 交 流 ,结合 国内 实际 情况 研究 了 世界 
数学 的 历史 和 现状 , 深 感 在 教学 与 科研 领域 中 ,有 大 力 提 
倡 数学 方法 论 的 必要 。 在 他 的 倡议 下 ,我 国 一 些 理工 科大 
学 和 师范 院 校 相继 开设 了 数学 方法 论 选 修 课 ,出 版 界 也 
出 版 了 一 些 这 方面 的 专著 和 通俗 读物 ,这 无 疑 是 一 个 令 
人 鼓舞 而 又 富 于 开创 性 的 发 展 趋势 。 然 而 总 的 说 来 ,在 现 
今 的 数学 教育 与 数学 教学 过 程 中 ,主要 的 倾向 还 是 偏重 
逻辑 思维 能 力 的 训练 ,对 于 如 何 教 给 学 生 以 寻找 真理 和 
发 现 真理 的 本 领 不 够 重视 ,在 一 定 程 度 上 低估 了 发 散 已 
维 的 训练 在 智力 开发 中 的 作用 ,以 至 不 能 较 好 地 培养 学 


生 的 创造 能 力 。 z z 

上 述 情 况 表 明 , 我 们 仍 需 大 力 提 倡 数 学 方法 论 的 研 
究 , 并 应 把 数学 方法 论 应 用 到 中 学 与 大 学 的 数学 教育 实 
践 中 去 特别 是 ,我 国 现今 正 处 在 四 个 现代 化 建设 和 数学 
“教学 改革 的 新 时 期 ,这 就 急需 培养 出 一 支 高 水 平 的 、 庞 大 
的 科技 队伍 ,而 尤其 急需 造就 一 支 高 水 平 的 .庞大 的 数学 
教师 队伍 ,因为 这 是 我 国 能 否 建成 科技 大 国 的 关键 , 正 是 
为 了 适应 这 一 形势 的 需要 ,我 社 自 1986 年 初 就 开始 酝酿 
和 筹备 出 版 (数学 方法 论 丛 书 》( 以 下 简称 4 丛书》 ,并 氢 
请 徐 利 治 教 授 主 持 此 项 工作 。 此 举 得 到 了 当时 正在 美国 
访问 讲学 的 徐 利 治 教授 的 赞同 。 全 国 各 地 的 有 关 专 家 、 教 
授 也 很 支持 此 项 工作 ,纷纷 承担 (丛书 》 编 写 任 务 。1987 
年 4 月 ,我 社 与 徐 利 治 教授 等 充分 磋商 ,组 建 了 《丛书 》 编 
辑 委员 会 与 特聘 顾问 。 我 们 深信 ， 在 《丛书 》 的 全 体 编 委 的 
共同 努力 下 ,一 定 能 在 高 水 平和 高 质量 的 基础 上 出 版 好 
这 一 套 《 从 书 》, 我 们 也 由 此 而 希望 ,这 套 《 从 书 》 的 出 版 ， 
能 在 我 国 数学 教学 改革 和 培养 人 才 的 事业 中 有 所 贡献 。 

《从 书 》 共 分 三 个 档次 ,除了 少数 几 本 属于 高 档次 的 
专著 之 外 ,其 他 两 个 档次 主要 面向 中 学 教师 、 大 专 院 校 学 
生 .研究生 和 和 一般 数 学 爱好 者 。 无 疑 《 从 书 》 中 的 大 部 分 
题材 ,对 于 使 用 数学 工具 的 科技 工作 者 来 说 也 是 有 尼 发 
性 的 。 z 

限于 水 平 , 在 《丛书 》 的 编辑 和 出 版 过 程 中 ,难免 会 有 
缺点 和 差错 。 热 切 希 望 数 学 教育 界 人 士 和 广大 读者 多 多 
批评 指正 。 / : 


江苏 教育 出 版 社 
1988 年 6 月 
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一 ”思维 与 数学 思维 了 


已 维 与 数学 是 维 


对 数学 思维 方式 的 研究 与 探索 ,是 以 思维 和 数学 思 
维 这 两 个 基本 概念 作为 基础 和 前 提 的 。 

本 章 将 从 思维 的 概念 入 手 ,论述 数学 思维 的 特性 、 语 
质 、 基 本 成 分 和 思维 结构 ,并 进而 揭示 作为 数学 思维 结构 
重要 维度 的 数学 思维 方式 的 含义 .内 容 及 其 对 数学 思维 
能 力 培养 的 重要 意义 。 


1.1 愿 维 


1. 思维 的 概念 与 实质 

思维 从 不 同 的 角度 观察 有 着 不 同 的 含义 .恩格斯 首 
先 从 哲学 角度 提出 了 思维 是 物质 的 运动 形式 的 论点 。 他 
指出 ;“ 运 动 , 就 最 一 般 的 意义 来 说 ,就 它 被 理解 为 存在 的 
方式 ,被 理解 为 物质 的 固有 属性 来 说 , 它 包括 宇宙 中 发 生 
的 一 切 变 化 和 过 程 ,从 单纯 的 位 置 移动 起 直到 思维 。” 中 

在 现代 心理 学 中 , 思维 被 理解 为 “ 受 社会 所 制约 的 ， 
同 言语 紧密 联系 的 ,探索 和 发 现 恬 新 事物 的 心理 过 程 ,是 
对 现实 进行 分 析 和 综合 中 间接 概括 反映 现实 的 过 程 . 思 
维 在 实践 活动 基础 上 由 感性 认识 产生 并 远 远 超 出 了 感性 
认识 的 界限 。”[3 也 有 人 认为 : “思维 是 人 脑 对 客观 现实 
概括 的 和 间接 的 反映 , 它 反 映 的 是 事物 本 质 与 内 部 规律 
性 。?3， 

在 思维 科学 中 ,有 人 把 思维 看 作 “ 是 发 生 在 人 脑 中 的 
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信息 变换 ”。c 因为 人 脑 对 客观 事物 的 反映 不 同 于 镜子 
的 反映 .镜子 是 由 玻璃 这 种 物质 来 反映 事物 的 ,人 脑 是 由 
脑 的 原生 物 一 一 意识 来 反映 事物 的 。 而 所 谓 意 识 , 乃 是 
凝聚 在 脑 物 质 上 的 信息 , 即 人 脑 是 通过 接收 与 处 理 客观 
对 象 的 信息 来 反映 对 象 的 。 对 象 的 信息 在 经 过 思维 后 ,或 
者 被 凝 合 为 意识 的 信息 同化 了 ,或 者 脑 中 的 意识 (信息 北 
合 ) 被 外 来 的 信息 改变 了 ,总 之 是 信息 的 原来 形态 发 生 
了 改变 , 即 信息 变换 。 

尽管 不 同学 科 对 思维 含义 的 表述 各 不 相同 ,但 细 加 
辨别 ,其 实质 是 相同 的 , 即 思维 是 理性 认识 阶段 的 反映 活 
动 。 

唯物 论 认为 ,认识 是 主体 对 客体 的 反映 ,这 种 反映 包 

括 感性 和 理性 两 个 阶段 .而 思维 乃 是 主体 对 客体 的 理性 
反映 形式 ,因为 作为 思维 器 官 的 人 脑 ,是 高 度 组 织 起 来 的 
特殊 物质 , 它 约 有 1500 毫升 的 容量 ,是 黑猩猩 脑 量 的 4 
倍 ,是 神经 细胞 数 达 101 ~ 105 的 大 脑 皮层 上 还 分 化 出 
了 许多 性 质 不 同 的 区 域 ,故人 脑 不 仅 有 动物 脑 那样 的 功 
能 ,能 天 然 地 反映 客体 ,产生 感觉 ,而 且 更 具有 动物 脑 所 
不 具备 的 功能 一 产生 意识 , 即 能 自觉 摄取 知识 ,积累 
知识 ,并 凭借 知识 对 事物 的 本 质 进行 总 结 、 概 括 、 抽 象 以 
形成 概念 ,作出 判断 和 进行 推理 , 故 它 对 客体 的 反映 已 超 
越 了 感性 认识 的 范围 ,进入 到 揭示 事物 本 质 属性 和 内 部 
联系 的 理性 认识 的 阶段 。 

例如 ,对 刊 风 、 下 十 等 现象 ,人 和 动物 一 样 都 能 感觉 ， 
但 将 这 种 现象 与 吹 气 、 扇 扇子、 玻璃 窗 上 结 水 珠 、 水 管子 
““ 冒 汗 ”等 联系 起 来 ,发 现 它们 是 “空气 对 流 ” 的 表现 形式 
或 “水 蒸气 遇 冷 后 液化 ” 的 结果 ,这 时 人 们 的 认识 活动 已 
深入 到 了 把 握 因 果 关 系 的 思维 了 。 
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义 如 ,对 图 形 如 梯形 的 认识 ,感性 认识 只 能 反映 各 种 
梯形 的 形状 .大 小 .颜色 ,思维 则 能 舍弃 梯形 的 有 具体 形状 、 
大 小 和 颜色 等 非 本 质 特 征 , 而 把 其 一 组 对 边 平行 、. 另 一 组 
对 边 不 平行 的 本 质 特征 概括 出 来 ,从 而 实现 了 认识 从 感 
性 到 理性 的 转化 。 

2. 思维 的 特性 

思维 有 两 个 基本 特性 , 即 概括 性 和 间接 性 。 

(1) 概括 性 ,思维 的 概括 性 首先 表现 在 它 能 略 去 间 
类 事物 的 具体 差异 ,而 抽取 其 共同 本 质 或 特征 加 以 反 脆 ， 
这 种 反映 不 同感 觉 和 知觉 ,感觉 和 知觉 都 是 当前 事物 作 
用 于 人 的 感觉 器 官 所 产生 的 反映 (两 者 不 同 的 是 ,感觉 是 
对 事物 个 别 属 性 的 反映 ,而 知觉 是 感觉 的 综合 ,是 对 事物 
各 种 属性 的 整体 反映 ) ,是 就 个 别 的 、 当 前 的 事物 而 言 的 ; 
而 思维 却 不 同 , 它 概括 反映 的 不 是 个 别 事物 的 个 别 特征 ， 
而 是 一 类 事物 的 本 质 特征 ,如 不 管 形状 、 大 小 ,位 置 , 颜 
色 、 质 地 的 不 同 ,人 们 将 一 组 对 边 平行 一 组 对 边 不 平行 
的 四 边 形 都 概括 成 一 类 , 称 为 梯形 。 可 以 设想 ,假如 人 们 
不 是 采用 词 来 标志 一 般 梯 形 ,而 采用 颜色 .大 小 .形态 、 位 
置 各 不 相同 的 具体 梯形 来 作为 研究 问题 的 出 发 点 , 那 思 
维 的 展开 将 是 怎样 的 艰难 。 

思维 的 概括 性 不 只 表现 在 反映 客观 事物 的 本 质 特 征 
土 ,也 表现 在 它 反 映 事物 之 间 本 质 的 联系 各 规律 上 。 例 
如 ,梯形 中 的 两 腰 的 延长 线 交 于 一 点 , 且 该 点 与 对 角 线 交 
点 、 两 底 的 中 点 成 四 点 共 线 ;梯形 两 对 角 线 与 两 腰 组 成 的 
两 三 角形 面积 相等 , 且 它 与 两 底 组 成 的 两 三 角形 的 面积 
比 等 于 两 底 的 平方 比 等 性 质 , 都 是 揭示 事物 内 部 联系 的 
性 质 ,这 些 性 质 通 过 感觉 是 不 能 获得 的 , 它 只 有 通过 思 
维 , 亦 即 在 实践 活动 的 基础 上 ,借助 概括 ,判断 、 推 理 后 才 
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能 获得 。 

(2) 间接 性 。 

思维 是 间接 的 认识 过 程 ,所 谓 间 接 , 是 指认 识 现在 ， 
推测 过 去 ,预见 未 来 ,都 必须 以 已 有 的 知识 .经验 或 其 他 
事物 为 中 介 , 思 维 的 间接 性 也 是 它 与 感觉 .知觉 过 程 的 为 
一 基本 区 别 ,中 感觉 和 知觉 过 程 是 人 对 客观 事物 的 直接 
认识 ,而 思维 则 是 凭借 知识 .经验 对 事物 进行 的 间接 认 
识 。 

例如 ,早上 起 身后 看 到 马路 潮湿 ,推测 路 天 晚上 可 能 
下 雨 ; 但 又 见 屋顶 处 干燥 ,于 是 断定 马路 上 的 潮湿 是 酒水 
车 酒水 的 结果 .这 里 ,对 洒水 车 在 马路 上 酒 过 水 的 认识 是 
通过 马路 潮湿 而 屋顶 干燥 的 中 介 锥 新昌 各 站 因而 是 间 
接 的 认识 。 

又 如 ,水 分 子 由 2 个 所 原子 和 1 个 氧 原子 构成 ,这 人 攒 
感觉 和 知觉 是 不 能 获得 的 。 然 而 ,人 们 凭 依 已 有 的 知识 通 
过 思维 把 它 揭 示 出 来 了 ,这 也 是 间接 的 认识 。 

思维 的 认识 的 间接 性 ,其 原因 在 于 思维 是 第 二 信号 
系统 的 反映 过 程 ,根据 巴 甫 洛 夫 学 说 ,人 的 高 级 神经 活动 
有 两 种 信号 系统 ;一 种 是 以 具体 刺激 物 作为 信号 刺激 而 
建立 的 暂时 神经 联系 系统 , 称 之 为 第 一 信号 系统 ;一 种 是 
以 词 作 为 信号 刺激 而 建立 的 暂时 神经 联系 系统 , 称 之 为 
第 二 信号 系统 ,感觉 和 知觉 是 第 一 信号 系统 对 现实 的 反 
映 过 程 ,而 思维 则 是 借助 于 以 第 一 信号 系统 活动 为 基础 ， 
第 二 信号 系统 活动 为 主导 的 两 种 信号 系统 的 协同 活动 。 
亦 即 它 是 以 “对 前 一 个 系统 的 无 数 信号 系统 的 抽象 化 与 
概括 竺 的 词 作为 条 件 刺激 物 的 ”这 种 词 已 超脱 了 现 
实 ”, 对 它 的 概括 性 认识 ,就 是 已 有 的 知识 和 经 验 ,而 以 这 

种 知识 .经 验 为 中 介 , 进 行 判断 ,推理 ,无 疑 是 一 种 间接 册 


认识 。 

思维 的 间接 性 与 概括 性 是 密切 联系 的 .没有 对 现实 
的 概括 的 认识 ,就 无 以 进行 间接 的 认识 。 反 之 ,没有 对 现 
实 的 间接 的 认识 ,就 不 能 对 现实 进行 更 高 层次 的 新 的 概 
括 。 例 如 ,每 个 词 代表 着 一 个 概念 ,每 一 个 概念 都 概括 着 
一 类 事物 的 一 般 特 性 ,而 任何 一 类 事物 的 数目 可 以 多 到 
无 穷 无 尽 , 要 对 这 无 穷 无 尽 的 一 类 事物 进行 新 的 概括 , 揭 
示 其 规律 和 内 部 联系 ,就 必须 借助 于 判断 、 推 理 等 间接 的 
认识 过 程 , 故 概括 性 不 能 离开 间接 性 。 但 间接 认识 的 基础 
是 作为 概括 认识 的 词 , 故 间接 性 也 不 能 离开 概括 性 。 

思维 除 具有 概括 性 .间接 性 两 个 基本 特征 外 ,还 有 自 
觉 性 .社会 性 等 特征 。 | 

(3) 自觉 性 .所 谓 思维 的 自觉 性 是 指 在 思维 活动 中 ， 
生理 人 脑 是 作为 意识 的 物质 承担 者 而 出 现 的 。 因 为 思维 
的 本 质 是 具有 意识 的 人 脑 对 于 客观 事物 的 反映 。 考 察 纯 
粹 自然 状态 的 人 脑 ,不 同人 之 间 差 别 不 大 ,但 思维 的 效能 
却 有 很 大 的 差异 ,原因 就 在 于 大 脑 中 的 意识 状态 的 不 同 。 
故 思 维 反映 客观 事物 都 是 程度 不 同 地 带 着 某 种 自觉 性 。 
而 感觉 不 同 ,许多 时 候 , 它 对 客观 事物 的 反映 是 自发 地 进 
行 的 。 | 

(4) 社会 性 ,所 谓 思维 的 社会 性 是 指 思维 是 社会 实 
践 与 历史 发 展 的 产物 。 因 思维 超越 了 感性 认识 的 范围 , 深 
入 到 事物 的 内 部 ,从 而 可 以 揭示 规律 ,预言 未 来 , 故 思维 
对 于 存在 具有 相对 独立 性 。 同 时 ,由 于 思维 常 以 理论 形式 
出 现 , 其 形成 的 结论 是 否 正确 ,必须 加 以 检验 。 这 种 检验 ， 
不 管 采用 什么 方式 ,最 终 的 标准 仍 是 实践 .思维 的 社会 性 
还 指 思维 必须 以 已 有 的 知识 为 前 提 ,而 这 些 知 识 正 是 社 
会 历史 发 展 的 产物 。 
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1. 数学 思维 的 特性 

应 该 怎样 认识 数学 思维 ? 曾 有 一 位 数学 家 作 过 如 下 
的 论断 :“ 数 学 是 一 种 思维 形式 , 它 牢 固 地 扎根 于 人 类 智 
慧 之 中 …… 数学 表现 了 人 类 思维 的 本 质 和 特征 ,并 在 任 
何 国家 与 民族 的 文明 中 都 会 有 所 体现 ,因而 在 当今 的 意 
义 下 ,任何 一 种 完善 的 形式 化 思维 ,都 不 能 忽视 这 种 数 等 
思维 形式 .4 这 段 话 的 意思 无 非 是 指数 学 是 思维 的 一 
种 形式 ,因而 它 包 含 一 般 思 维 所 具有 的 本 质 , 即 数学 思维 
是 理性 的 认识 活动 ,同时 它 还 表现 出 数学 学 科 本 身 的 特 
殊 性 。 综 合 两 个 方面 ,数学 思维 的 特性 一 般 地 表现 为 : 

(1) 数学 思维 较 之 其 他 思维 具有 更 强 的 间接 性 和 概 
括 性 。 由 于 数学 高 度 抽象 的 特点 ,使 得 数学 思维 较 之 其 他 
思维 更 为 间接 , 亦 即 是 间接 的 间接 。 例 如 ,数学 概念 是 对 
数学 本 质 的 抽象 ,这 种 抽象 只 保留 了 事物 量 的 关系 和 空 
间 形 式 ,而 舍弃 了 其 他 自然 性 质 ,这 种 抽象 程度 是 其 他 学 
科 所 不 及 的 , 故 任何 思维 都 没有 数学 思维 来 得 间接 .与 此 
相 联 系 的 是 ,数学 思维 的 概括 是 概括 的 概括 。 因 为 不 仅 数 
学 概念 是 抽象 概括 的 产物 ,而 且 数 学 推理 .方法 等 也 是 各 
种 具体 经 验 、 方 法 的 升华 ,数学 思维 是 在 这 些 基础 上 进行 
的 概括 , 故 它 是 概括 的 概括 。 
(2) 数学 思维 具有 独特 的 形式 化 的 符号 语言 。 数 学 
思维 的 这 一 特性 ,正如 M. 克 莱 因 (M.Klein) 所 指出 的 : 
“数学 的 另 一 个 重要 特征 是 它 的 符号 语言 如同 音乐 利用 
符号 来 代表 和 传播 声音 一 样 ,数学 也 用 符号 表示 数量 关 
系 和 笃 x 间 形式 。 他 又 说 : “数学 语言 则 是 慎重 地 、 有 意识 
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地 而 且 经 常 是 精心 设计 的 ,凭借 数学 语言 的 严密 性 和 简 
洁 性 ,数学 家 们 就 可 以 表达 和 研究 数学 思想 ,这 些 思想 如 
果 用 普通 语言 表达 出 来 ,就 会 显得 元 长 不 堪 。 这 种 简洁 性 
有 助 于 思维 的 效率 。”[5 这 表明 ,数学 思维 的 符号 化 特性 
是 与 这 种 思维 高 度 的 间接 性 .概括 性 相 适 应 的 。 因 为 只 有 
运用 握 弃 了 具体 内 容 的 形式 化 符号 ,才能 保证 思维 实现 
更 高 程度 的 抽象 和 概括 。 

(3) 数学 思维 具有 显著 的 美学 特性 。 美 学 特征 被 概 
括 为 统一 性 .简洁 性 和 奇异 性 三 个 方面 .数学 思维 由 于 其 
高 度 的 间接 性 和 概括 性 ,保证 了 数学 思维 的 统一 性 和 奇 
异性 。 因 为 只 有 高 度 抽 象 .高 度 概 括 才能 达到 高 度 统一 ， 
而 高 度 间接 性 的 思维 反作用 于 现实 ,就 隐 含 了 思维 的 坷 
异性 ,同时 ,数学 思维 的 符号 性 特征 又 保证 了 思维 的 简洁 
性 ,因此 数学 思维 往往 具有 显著 的 美学 特征 .数学 思维 的 
这 种 美学 特征 ,正如 庞 加 莱 (H. Poincare ) 所 指出 的 :“ 我 
敢 冒昧 地 说 ,数学 的 探索 还 有 深刻 的 美学 原则 。?”[ 又 如 
A. 波 菜 尔 (A. Borel) 所 说 的 :我 们 的 活动 与 艺术 家 的 
活动 有 许多 共同 之 处 :画家 进行 色彩 与 形态 的 组 合 , 音 乐 
家 把 乐音 组 合 起 来 ,诗人 组 词 ,而 我 们 则 是 把 一 定 类 型 的 
概念 组 合 起 来 .5 可 见 ,数学 思维 的 美学 特征 是 十 分 明 
显 的 。 

(4) 数学 思维 具有 独特 的 辩证 性 。 数 学 中 充满 着 各 
种 形式 的 辩证 关系 : 形 与 数 、 量 与 质 、 常 与 变 、 曲 与 直 、 有 
限 与 无 限 .近似 与 精确 .离散 与 连续 、 抽 象 与 具体 .特殊 与 
一 般 . 正 运算 与 逆 运 算 等 的 相互 对 立 . 相 互 制约 、 相 互联 
结 .相互 转化 的 关系 ,在 数学 中 表现 得 最 为 充分 .辩证 法 
的 三 大 规律 在 数学 中 也 得 到 了 很 好 的 体现 。 据 此 ,可 以 这 
样 说 ,数学 思维 在 一 定 意义 上 有 时 是 指 这 样 的 一 种 形式 ， 
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它 表现 为 人 们 认识 具体 的 数学 科学 ,或 是 将 数学 应 用 于 
其 他 科学 、 技 术 、 国 民 经 济 等 的 过 程 中 的 辩证 思维 ,正如 
恩格斯 所 指出 的 :“ 数 学 ; 辩证 的 辅助 工具 和 表现 方 
式 ”06] 

2. 数学 思维 的 品质 

思维 的 发 生 和 发 展 , 既 服 从 于 一 般 的、 普通 的 规律 
性 ,又 表现 出 个 性 的 差异 ,这 种 个 性 差异 表现 在 个 体 思 维 
活动 中 的 智力 特征 方面 ,就 是 思维 品质 ,数学 的 思维 品质 
是 由 数学 思维 本 身 的 特征 所 决定 的 ,其 考察 指标 主要 有 
如 下 几 方 面 。 

(1) 思维 的 深刻 性 。 数 学 思维 的 高 度 概括 性 、 间接 性 
决定 了 思维 的 深刻 性 是 衡量 数学 思维 品质 的 一 个 主要 标 
志 。 所 谓 思维 的 深刻 性 ,是 指 分 清 实质 的 能 力 , 这 种 能 力 
表现 为 能 洞察 所 研究 事物 的 本 质 及 其 相互 联系 ;能 从 所 
研究 的 材料 中 揭示 被 掩盖 的 特殊 情况 ;能 组 合 各 种 具体 
模式 等 。 

例如 ,已 知 矢 量 等 式 

= ( 十 <c)?， (x*) 

应 明确 其 实质 就 是 余弦 定理 .但 由 于 矢量 等 式 具 有 
比 余 弦 定理 更 简洁 的 表达 形式 , 且 利 于 应 用 某 些 代数 运 
算 性 质 , 故 用 矢量 等 式 (*) 来 证 明 茶 些 空间 关系 同 且 三 
往 更 新 颖 ,更 简洁 。 比 如 : 

“四 面体 ABCD 中 ,4B | CD,AC 1 BD, 则 

AB’ + CD: = AC’ + BD’:.” 

若 设 A,B、C、D 对 空 s 间 某 一 点 口 的 矢 径 为 rrs、rs、 
74， 则 由 条 件 知 

(人 FO TI) = 0, (F393— TI) (rT 72) = 0。 

两 式 展开 整理 后 ,得 
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ror 二 7 7 一 Fi*7 二 7 。7， 
从 而 有 : 

(Cri rrr) = rt (7 一 六 7)2， 
即 4C: + BD: = AB’ 十 CD:。 

(2) 思维 的 广阔 性 。 数 学 思 维 的 高 度 的 概括 性 和 间 
接 性 也 决定 了 它 的 应 用 的 广泛 性 , 故 思 维 的 广阔 性 也 必 
然 成 为 衡量 数学 思维 品质 的 一 个 重要 标志 ,所 谓 思维 的 
广阔 性 , 即 是 指 思 路 宽广 ,善于 多 角度 、 多 层次 、 多 方位 地 
思考 问题 ,不 仅 能 研究 问题 的 本 身 ,而 且 能 由 此 及 和 个 地 思 
考 与 其 相关 的 其 他 问题 等 。 

例如 ,完成 一 个 不 等 式 的 证 明 , 按 思维 的 广阔 性 要 
求 , 不 仅 能 就 给 出 的 不 等 式 直接 加 以 证 明 , 而 且 还 要 能 / 
泛 地 联想 ,通过 各 种 变形 ,构造 辅助 函数 等 手段 加 以 解 
决 , 比 如 : 

“ 设 过 二 一 1, 且 工头 0 光 是 不 小 于 2 的 整数 .证 明 : 

(1 二 x 之 1 十 nr。” 
在 具体 思考 时 ,不 仅 应 考虑 到 它 是 与 自然 数 n 有 关 的 命 
题 , 可 对 n 用 数学 归纳 法 加 以 证 明 , 还 应 考虑 到 通过 变 
形 , 原 不 等 式 可 化 为 / 

(1 XxX)—1>nz, z 
从 而 问题 又 可 转化 为 证 : 当 工 盖 0 时 ， 有 

(1 二 + zx)"—1 


> nN; 
区 
Q 十 zZ) 一 上 一 ， 


.万 


更 应 考虑 入 十 一， 恰 是 函数 (4) = (1 十)" 关于 
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/32 一 了 502 的 表达 式 ,其 形状 像 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,从 


而 想到 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 证 明 。 又 考虑 


(1 二 过 1 — | a 十 21)" idt，, 


故 原 不 等 式 可 化 为 证 
[a 十 tidt > | iar, 


再 者 ,还 应 想到 ,如 采 令 

f(x)= (xr) — nr, 
则 1 = f(0)。 这 样 ,问题 变 为 证 f(x) > f(0), 妓 可 归结 
为 f(x) 的 最 值 问题 ,等 等 。 

(3) 思维 的 灵活 性 .思维 的 灵活 性 是 指 能 根据 条 件 
的 发 展 变化 ,及 时 改变 先前 思维 过 程 ,寻找 解决 问题 的 新 
途径 。 亦 即 思 维 不 局 限于 固定 的 程式 ,还 能 及 时 摆脱 心理 
定 势 的 影 啊 。 

例如 ,对 于 “在 A4BC 中 ， 求证 :cos:4 十 cos 局 

十 cos2C = 1 — 2cos4cosPcosC 的 问题 ,按照 程式 化 的 
思考 方式 应 归结 为 应 用 三 角 公 式 和 余弦 定理 证 明 , 但 者 
考虑 将 右 端 移 至 左 端 , 且 将 2cosAcosBcosC 拆 成 两 个 
cos4cosBcosC, 则 左 端 便 是 如 下 的 三 阶 行列 式 : 
一 1] cosC cosb 
cosC 一 1 cos4 
cosB cos4 一 
于 是 ,问题 变 为 通过 行列 式 变形 化 为 证 A = 0。 注 意 到 大 
在 第 一 .第 二 、 第 三 列 上 分 别 用 ec 去 乘 ,然后 把 第 一 、 
三 列 都 加 到 第 一 列 上 ,应 用 射影 定理 , 便 得 


人 一 
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0 cosC cosB 
0 一 1 cosA 
0 cosA 一 ] 
这 样 的 思考 就 比 直接 用 三 角 公 式 的 思考 要 灵活 得 多 。 

(4) 思维 的 创造 性 .在 心理 学 中 ， 几 是 能 提供 新 的 、 
独创 的 .有 高 度 社会 价值 的 活动 ”, 被 称 为 “创造 活动 ”7。 
这 里 ,思维 的 创造 性 是 指 独立 思考 出 有 社会 (或 个 人 ) 价 
值 的 共有 新 颖 性 成 分 的 成 果 的 智力 品质 。 它 的 特点 是 主 
体 对 知识 ,经 验 和 思维 材料 进行 新 疾 的 综合 分 析 、 抽 象 概 
括 , 以 致 达到 人 类 思维 的 高 级 形态 ,其 思维 结果 包含 者 新 
的 因素 。 

例如 ,一般人 的 头脑 中 只 有 唯一 的 现实 空间 ,而 数学 
家 们 创造 了 四 维 空间 ,五 维 空间 ,…,n 维 空间 , 非 欧 几何 
”空间 ,拓扑 空间 , 超 限 数 空间 等 ; 正方 形 与 圆 既 不 全 等 ,又 _ 
不 相似 ,但 从 拓扑 观点 看 ,它们 的 结构 是 相同 的 ,如 它们 
都 将 一 个 平面 划分 为 两 部 分 ,其 内 部 区 域 的 连续 性 是 一 
_ 样 的 ,在 拓扑 变换 下 ,两 者 可 以 互 变 。 像 这 样 的 思维 就 具 
有 推陈出新 、 常 中 见 异 的 特点 ,因而 具有 创造 性 。 

然而 创造 性 是 有 层次 的 ,对 于 数学 的 学 习 者 来 说 ,其 
思维 的 创造 性 通常 表现 为 分 析 .思考 .理解 数学 知识 和 解 
决 数学 问题 中 的 某 种 独特 见解 和 独创 解法 。 : 

例如 ,给 出 式 子 “7 > 2r”, 围绕 此 式 展开 联想 .有 人 
说 ,由 给 定式 子 可 得 出 : 若 把 地 球 赤道 看 成 一 圆 ,假想 有 
一 根 强 子 绕 地 球 赤道 一 圈 , 正 好 使 绳 和 地 球 赤 道 等 长 ,这 
时 ,车 把 此 绳 延长 7 米 , 在 赤道 外 面 围 一 个 同心 圆 , 则 这 
个 圆 与 示 道 各 点 的 距离 要 超过 1 米 。 显 然 这 种 联想 是 基 
于 不 等 式 2rr 十 7 盖 2r(r 十 1) 展 开 的 。 无 疑 , 这 样 的 四维 
“对 于 学 习 者 来 说 ,也 是 一 种 创造 性 的 思维 。 
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(5) 思维 的 敏捷 性 .思维 的 敏捷 性 即 是 指 思维 能 通 
过 高 度 压缩 的 形式 在 很 短 时 间 内 对 事物 作出 了 迅速 的 判 
断 。 思维 的 敏捷 性 与 记忆 密切 相关 。 只 有 实行 有 条 理 的 
记忆 ,并 通过 各 种 记忆 手段 强化 记忆 功能 , 才 可 能 在 思维 
过 程 中 实现 经 济 原则 ,达到 思维 的 敏捷 性 .离开 了 记忆 ， 
思维 的 敏捷 品质 是 无 从 谈 起 的 。 

检验 数学 思维 的 品质 , 除 以 上 诸 方 面 外 ,还 有 思维 的 
目的 性 和 批判 性 ,前 者 是 指 思维 的 方向 要 围绕 着 总 目的 ， 
并 通过 不 断 探索 与 选择 ,逐步 寻求 达到 总 目的 的 途径 , 进 
而 实现 总 目标 ;后 者 是 指 思维 活动 中 善于 严格 地 估计 思 
维 材 料 和 精确 地 检查 思维 过 程 的 品质 , 它 是 思维 过 程 目 
我 意识 作用 的 结果 。 对 于 学 习 者 来 说 ,主要 是 指 对 教材 、 
参考 书 、 教 师 所 传授 的 知识 和 自己 的 解 题 作业 人 六 全 
验 等 。 

3. 数学 思维 的 成 分 / 

数学 思维 就 其 基本 成 分 而 言 ,有 具体 形象 恩 维 、 抽 象 

逻辑 思维 和 直觉 思维 三 种 ,它们 分 别 属于 三 种 不 同 层 次 
的 思维 。 
(4 具体 形象 思维 。 形象 思维 是 建立 和 理解 数学 概 
念 的 基础 ,在 数学 科学 的 演绎 体系 中 ,从 原始 基本 概念 到 
命题 .结论 ,无 一 不 是 从 具体 事物 中 抽象 出 来 的 理想 事 
物 。 显然 ,对 理想 事物 的 形象 感知 , 纯 逻 辑 、 纯 抽象 并 不 
能 够 解决 全 部 问题 ,而 具体 形象 思维 则 在 其 中 起 用 应 有 
的 作用 。 

”以 图 表 为 例 。 在 数学 中 ,图 表 不 仅 是 研究 的 对 象 , 而 
日 也是 数学 的 重要 语言 。 用 图 表 表 达 数 学 内 容 ,考察 对 象 
就 形象 地 呈现 在 人 们 面前 , 且 易 被 人 们 的 心灵 感知 ,记忆 
和 应 用 。 
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应 指出 的 是 ,数学 中 的 形象 思维 已 不 是 形象 思维 低 
级 阶段 的 形态 , 亦 即 不 是 单 任 人 的 感官 在 所 能 感知 的 苑 
围 内 的 形象 思维 ,而 是 在 前 一 步 抽象 的 基础 上 创造 的 形 
象 思 维 。 它 包括 将 客观 事物 中 的 数学 特点 抽象 出 来 而 构 
成 的 模型 .表格 .图 形 等 ,也 包括 数学 知识 在 头脑 中 形成 
的 记忆 表象 .数学 中 的 形象 思维 是 图 表 、 言 语 等 直观 教学 
得 以 顺利 进行 的 根本 条 件 。 

(2) 抽象 逻辑 思维 。 数 学 中 的 抽象 逻辑 思维 有 形式 
逻辑 思维 和 非 形 式 逻 辑 思 维 . 数 学 思维 之 抽象 性 、 概 括 性 
和 辩证 性 在 这 里 表现 得 最 为 充分 。 限于 篇 幅 , 我 们 不 加 讨 
论 .这 里 特别 指出 以 下 两 点 。 

第 一 教学 中 的 抽象 对 于 数学 的 抽象 丈 辑 思维 具有 
十 分 重要 的 意义 。 例 如 ,形式 逻辑 思维 包括 概念 、 判 断 、 椎 
理 . 证 明 等 ,无 论 是 哪 一 种 思维 ,其 过 程 都 离 不 开 抽象 这 
一 思维 形式 ,其 中 所 谓 弱 抽象 和 强 抽象 对 于 由 已 知 概念 
去 引出 新 概念 是 至 关 重 要 的 。 弱 抽象 是 指 由 原型 (或 已 有 
概念 ) 中 选取 某 一 特征 (侧面 ) 加 以 抽象 ,从 而 获得 比 原 
结构 更 广 的 结构 ,也 即使 原 结 构成 为 后 者 的 特例 .例如 ， 
从 函数 的 实例 中 抽象 出 函数 概念 是 弱 抽 象 ,这 种 抽象 层 
次 越 高 ,概念 脱离 现实 原型 就 越 远 ,而 反映 事物 类 的 面 却 
越 广 .这 相当 于 逻辑 学 中 所 说 的 “外 延 广 , 内 涵 少 ”.。 而 强 
抽象 ,是 指 通 过 引入 新 特征 强化 原 结构 来 完成 的 抽象 ,其 
所 获得 的 新 结构 是 原 结 构 的 特例 ,如 在 映射 的 基础 上 , 通 
过 引入 “ 单 ” 和 “ 满 ”这 些 新 特征 得 到 “ 单 射 ” 和 “ 满 射 ”的 
概念 , 便 是 特征 强化 抽象 , 亦 即 强 抽象 ,这样 的 抽象 层 座 
越 高 , 切 近 事 物 本 质 就 越 深 ,而 其 反映 面 却 越 军 。 

第 二 ,辩证 逻辑 思维 是 一 种 非 形式 逻辑 的 思维 ,目前 
对 其 表现 形式 及 其 规律 的 探讨 还 很 不 充分 ,有 待 进一步 
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研究 和 发 掘 ,不 少 学 者 认为 :“ 辩 证 逮 辑 该 是 一 般 辩证 法 
在 思维 领域 的 特殊 表现 .”“ 辩 证 逻辑 ,对 于 思维 科学 而 
言 ,是 高 级 的 规律 .辩证 逻辑 并 不 取消 .代替 任何 科学 的 
逻辑 ,而 是 运用 与 提高 各 门 科学 的 逻辑 .这 和 高 等 数学 并 
不 取消 初等 数学 、 爱 因 斯 坦 物理 并 不 取消 牛顿 物理 、 现 代 
几何 并 不 取消 欧 几 里 得 几何 学 的 道理 , 是 毫 无 二 致 
的 .”( 孙 坡 平 为 李 廉 著 《 辩 证 逻辑 》 的 序 ) 数学 中 的 辩证 
逻辑 思维 的 表现 形式 虽 有 很 多 ,但 最 基本 的 是 以 形式 逻 
辑 思维 为 基础 ,在 对 立 统一 规律 的 指导 下 ,溶解 形式 逻辑 
问 定 分 明 的 界限 ,使 恋 识 与 客观 世界 相 吻 合 , 这 样 的 辩证 
因素 在 概念 形成 .猜想 获得 和 规律 发 现 的 过 程 中 都 有 着 
“充分 的 展示 。 

(3) 直觉 思维 。 对 直觉 思维 赖 以 进行 的 心理 过 程 和 
生理 结构 的 研究 表明 , 直觉 思维 与 下 面 两 种 无 意识 的 心 
理 现象 有 联系 , 即 大 脑 中 潜 存 的 信息 及 大 脑 两 半球 的 交 
互 作用 。 直 觉 思 维 的 形式 主要 是 想象 和 判断 。 它 或 者 是 创 
造 性 想象 接 通 了 已 知 和 未 知 的 通路 ,从 而 形成 整体 形象 ， 
并 把 握 事 物 本 质 作 出 判断 ;或 者 是 抓 住 其 中 一 两 个 具有 
本 质 特征 的 东西 核实 后 进行 判断 ,因此 ,这 样 的 判断 不 同 
于 逻辑 判断 ,是 整体 判断 或 特征 判断 .关于 数学 中 直觉 思 
维 的 具体 论述 ,已 有 不 少 著作 论 及 ,有 兴趣 的 读者 可 参阅 
有 关 书 籍 。 

数学 思维 就 其 基本 成 分 而 言 有 上 述 三 种 。 这 三 种 思 
维 成 分 贯穿 于 一 切 思 维 过 程 的 始终 ,并 且 它 们 相互 联结 ， 
相互 作用 。 例 如 ,直觉 思维 本 质 上 用 是 一 种 最 高 层次 的 形 
象 思维 ,又 ,应 该 区 分 作为 思想 成 分 的 具体 形象 思维 、 抽 
象 逻辑 思维 、 直 觉 思 维 ,与 所 谓 辐射 , 辐 集 思维 , 正 向 、 北 
向 思维 ,相似 思维 ,分 合 思维 的 不 同 .辐射 思维 是 “从 同一 
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的 来 源 中 产生 各 式 各 样 为 数 众多 的 输出 ” 的 思维 ; 辐 集 
思维 是 以 某 个 思考 对 象 为 中 心 , 从 不 同方 向 将 思维 指向 
这 个 中 心 的 思维 ; 正 向 、 道 向 思维 是 就 思考 数学 问题 的 方 
向 而 言 的 ; 相似 思维 是 对 不 能 建立 函数 关系 的 两 事物 的 
相似 性 的 考察 与 类 比 ,而 分 合 思维 则 是 思维 过 程 中 的 分 
析 与 综合 ,实际 上 它们 都 是 以 不 同 的 标准 来 研究 思维 过 
程 的 产物 , 它 与 思维 的 三 种 基本 成 分 毫 不 相同 ,不 能 混 为 
一 谈 。 

4. 数学 思维 的 结构 

数学 思维 过 程 构成 了 一 个 包括 数学 知识 ,方法 及 主 
客体 交互 作用 的 系统 。 系 统 论 的 整体 原则 表明 ,任何 系统 
都 是 有 结构 的 , 旦 系统 整体 的 功能 大 于 各 孤立 部 分 的 功 
能 之 和 。 数 学 思维 结构 是 思维 结构 的 重要 的 子 系统 .研究 
数学 思维 结构 可 使 我 们 从 整体 上 把 握 数 学 思维 系统 , 明 
确 数 学 思维 过 程 中 的 各 种 因素 、 各 因素 间 的 相互 作用 及 
整体 规律 等 .在 动态 中 协调 内 外 各 种 因素 ,使 所 有 部 分 的 
功能 都 能 服从 于 整体 的 最 优 目 标 ,从 而 取得 比较 理想 的 
整体 效益 。 

瑞士 心理 学 家 皮 亚 杰 认 为 ,思维 结构 和 数学 科学 结 
构 十 分 相似 ,因此 ,数学 思维 结构 是 思维 结构 和 数学 知识 
结构 的 一 种 特殊 综合 。 

一 般 认为 ,数学 思维 结构 是 主体 在 思维 中 以 数学 知 
识 .理论 为 基础 在 头脑 中 建立 起 来 的 信息 操作 系统 .其 结 
构 是 -一 个 三 维 立体 ,三 轴 之 一 是 数学 思维 的 基本 成 分 ,其 _ 
内 容 已 在 上 节 赠 述 。 另 外 两 轴 分 别 是 个 体 发 展 水 平和 数 
学 思维 方式 。 

(1) 个 体 发 展 水 平 。 数学 思维 的 发 生 和 发 展 既 有 一 
般 意 义 的 普遍 规律 ,又 表现 出 个 体 差异 。 表 征 这 种 差异 的 
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是 思维 的 智力 品质 和 非 智力 品质 。 

数学 思维 的 智力 品质 已 在 本 章 论 述 。 它 反映 了 人 们 
在 进行 数学 思维 时 ,无 论 是 形象 的 .抽象 的 .辩证 的 ,其 操 
作 在 深度 .广度 .速度 .灵活 程度 .批判 程度 等 方面 的 不 同 
情况 ,体现 了 思维 的 层次 性 , 它 是 度量 人 们 思维 是 超常 、 
正常 还 是 低 常 的 一 个 重要 指标 。 

表征 个 体 发 展 水 平 的 另 一 特征 是 思维 的 非 智力 品 
质 ,这 包括 动机 ,情感 .意志 等 内 容 。. “ | 

在 数学 思维 活动 中 ， 动机 是 引起 个 体 行为 的 内 在 动 
力 , 其 作用 是 促使 天 们 进行 有 目的 的 行动 .在 思维 过 程 

电 , 动 机 是 通过 加 强 努 力 、 集 中 注意 、 积 极 活动 而 促进 思 
” 维 活动 的 .此 外 ,积极 的 态度 ,顽强 的 妇 力 是 进行 繁 难 、 艰 
苦 的 数学 思维 活动 所 不 可 缺少 的 .总 之 , 非 智力 因素 是 数 
学 思维 内 驱 力 的 巨大 源泉 , 它 从 根本 上 决定 着 一 个 人 能 
否 进 行 正常 有 效 的 数学 思维 活动 ,对 于 青少年 学 生来 说 ， 
尤为 如 此 ， 

(2) 数学 思维 方式 .对 于 思维 方式 ,列宁 曾 有 过 一 个 
精辟 的 定义 。 他 说 :人 的 认识 活动 ,客观 上 存在 着 三 个 要 
素 ;认识 主体 (= 人 脑 ); 认 识 对 象 (= 自然 界 ); 认 识 工具 
(= 思维 方式 )c9 . 亦 即 思维 方式 是 连接 主体 与 客体 的 桥 
梁 , 是 实现 一 定 认识 目的 的 工具 .数学 思维 方式 是 人 们 在 
学 习 数 学 知识 ,理解 数学 观点 、 数 学 精神 、 数 学 思想 ,掌握 ， 
和 应 用 数学 知识 .方法 的 基础 上 形成 的 .其 中 ,数学 知识 、 
数学 观点 、 数 学 精神 .数学 思想 和 数学 方法 等 要 素 发 挥 着 
重要 作用 ,知识 要 素 包 括 理论 与 经 验 , 是 思维 方式 赖 以 产 
生 、 形 成 的 基础 与 必要 前 提 , 它 是 思维 方式 最 基础 的 层 
次 ;观念 .精神 .思想 要 素 是 在 一 定 的 知识 结构 基础 上 效 
结 的 对 于 事物 的 观点 、 意 念 的 总 和 ;方法 要 素 是 人 们 思考 
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处 理 问题 的 方式 和 方法 ,这 种 方式 \ 方 法 也 是 一 个 多 层次 
的 结构 系统 ,包括 一 般 方法 、 特 殊 方法 和 具体 方法 等 。 

由 此 可 知 ,数学 思维 方式 作为 主体 进行 数学 思维 活 
动 的 形式 ,是 数学 知识 .数学 观点 ,数学 精神 .数学 思想 、 
数学 方法 的 多 级 系统 的 综合 体 ,又 是 数学 思维 结构 的 重 
要 组 成 部 分 ,无 论 是 思维 的 深度 ,广度 ,速度 、 创 新 程度 等 
方面 ,思维 结构 都 受到 思维 方式 的 影响 。 反 过 来 ,任何 客 
观 的 思维 方式 都 不 是 同 个 体 无 关 的 , 它 必然 存在 于 个 体 
思维 之 中 ,通过 个 体 的 思维 结构 发 挥 作用 。 

上 面 我 们 分 析 了 数学 思维 结构 的 三 个 维度 及 其 它们 
的 相互 关系 。 可 以 看 出 ,数学 思维 结构 形成 的 速度 和 完善 
程度 ,不 仅 与 学 生 的 生理 素质 有 关 , 而 且 与 教育 有 密切 的 
关系 。 故 如 何 根据 人 类 认识 的 总 规律 ,根据 数学 科学 本 身 
的 特点 和 学 生 个 体 认 知 的 特点 进行 教育 ,以 完善 和 发 展 
学 生 的 思维 结构 ,是 数学 教育 .教学 的 首要 任务 。 

日 本 数学 家 、 数 学 教育 家 米 山 国 藏 兽 说 :“ 我 搞 了 多 
年 的 数学 教育 ,发 现 学 生 们 在 初中 、 高 中 等 接受 的 数学 知 
识 , 因 毕 业 进 入 社会 后 几乎 没有 什么 机 会 应 用 这 种 作为 
知识 的 数学 ,所 以 通常 是 出 校门 后 不 到 一 两 年 ,很 快 就 忘 
掉 了 .然而 ,不 管 他 们 从 事 什么 业务 工作 , 唯 有 深 深 地 名 
刘 于 头脑 中 的 数学 精神 数学 的 思维 方法 .研究 方法 、 推 
理 方法 和 着 眼 点 等 (车 培养 了 这 方面 的 素质 的 话 ), 都 随 
时 随地 发 生 作用 ,使 他 们 受益 终生 。” 米 山 国 藏 的 精辟 
论述 ,深刻 揭示 了 作为 数学 思维 方式 的 数学 观点 ,数学 精 
神 、 数 学 思想 .研究 方法 、 推 理 方法 .着 眼 点 等 在 人 们 思维 
活动 中 的 重要 意义 。 


en 思维 方式 
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著名 数学 家 韦 尔 (H. Weyl) 在 《数学 的 思维 方式 》 的 
报告 中 指出 : “所谓 数学 的 思维 方式 ,首先 是 指数 学 用 以 
渗透 到 研究 外 部 世界 的 科学 (例如 物理 学 、 化 学 、 生 物 学 
和 经 济 学 等 ) ,以 及 渗透 到 我 们 人 类 事务 的 日 常 思维 活动 
中 的 那 种 推理 形式 ,其 次 是 数学 家 们 应 用 于 自己 的 研究 


”领域 中 的 推理 形式 。”o) 本 章 所 展示 的 各 种 数学 思维 广 


式 , 无 论 对 于 研究 外 部 世界 的 科学 ,还 是 进行 日 常 思维 活 
动 和 数学 的 自身 研究 ,都 具有 普遍 的 指导 意义 , 故 称 之 为 
数学 的 基本 思维 方式 。 

如 同 任 何事 物 都 是 一 种 历史 的 产物 一 样 , 数 学 思维 
方式 也 是 人 们 在 认识 世界 .改造 世界 的 实践 中 形成 和 发 
展 起 来 的 。 谈 论 数学 思维 方式 ,离开 其 产生 和 发 展 的 历史 
是 不 客观 的 。 故 本 章 在 论述 各 种 思维 方式 时 ,除了 阐明 其 
基本 原理 .思想 、 功 能 及 其 应 用 外 ,我 们 还 将 力求 反映 其 
真实 的 历史 侧面 ,尤其 反映 蕴涵 在 中 国 古 算 中 思维 方式 
的 丰富 思想 ,因为 这 在 以 前 常 被 人 们 所 忽视 。 


2.1 符号 思维 方式 
符号 思维 方式 是 数学 中 最 为 基本 的 思维 方式 , 它 是 


通过 设计 符号 .运用 符号 来 进行 分 析 、 思 考 和 推理 论证 ， 
从 而 去 实现 数学 中 的 创造 发明。 
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1. 符号 、 数 学 符号 及 其 特征 

所 谓 符号 ,是 人 们 约定 用 来 指称 一 定 对 象 的 标志 物 ， 
是 用 以 表达 和 交换 思想 的 工具 。 符 号 最 基本 、 最 重要 的 形 
式 是 语言 符号 ,而 语言 符号 又 可 分 为 自然 的 和 人 工 的 。 所 
谓 自 然 语 言 符号 ,是 指 每 个 时 代 历 史 地 形成 和 存在 的 生 
动 的 民族 语言 的 总 和 , 一 般 它 是 “民族 语言 ”的 同 义 语 。 
由 于 自然 语言 存在 着 多 义 ( 歧 意 ) 性 ,语法 的 复杂 性 和 结 
构 的 非 模 式 性 等 ,对 科学 的 表述 存在 一 定 的 困难 .因此 ， 
数学 和 各 门 科学 为 了 适应 自身 的 发 展 ,就 需要 专门 建立 
一 种 符号 体系 ,这 就 是 人 工 语言 符号 ,这 种 人 工 语言 符 
号 ,是 由 基本 符号 和 合式 公式 形成 的 规则 两 种 成 分 组 成 
的 ,这 是 一 种 完全 形式 化 的 语言 人工 语言 ”加 上 “推理 
规则 和 公理 ” 便 是 形式 系统 .通常 的 “数学 语言 > 乃 是 自 
然 语 言 加 上 一 批 数 学 符号 构成 的 一 种 语言 , 它 是 数学 共 
同体 专门 约定 的 一 种 语言 。 

数学 符号 ， 作为 符号 的 一 种 , 它 首先 具备 一 县 生字 
共同 性 。 

(1) 物质 性 。 作 为 对 象 标 志 物 的 符号 首先 是 以 自己 
的 物理 表现 给 人 以 感性 映 象 的 。 一 切 符号 ,在 形式 上 都 表 
现 为 一 定 的 物质 运动 或 物质 存在 形式 ,是 经 过 了 人 的 加 
工 或 改变 , 带 有 人 的 痕迹 的 物质 形式 。 数 学 符号 是 数学 共 
同体 ,通过 实践 的 力量 创造 出 的 自然 界 原来 并 不 存在 的 
一 种 新 的 物质 形式 。 这 是 一 种 用 感官 可 以 感到 的 物质 形 
式 。 

(2) 非 相 似 性 。 符 号 与 模型 、. 映 象 不同 , 它 与 所 标志 
的 对 象 之 间 的 关系 是 假定 的 ,任意 的 、 非 相似 的 ,对 此 列 
宁 曾 指出 ;如果 感 觉 不 是 物 的 映 象 ,而 只 是 同 物 没有 ' 任 
何 相似 之 处 : 的 记号 或 符号 ,那么 作为 赫 尔 姆 霍 欧 的 出 
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发 点 的 唯物 主义 前 提 就 被 推翻 了 ,外 部 对 象 的 存在 就 有 
些 问 题 了 , 因为 记号 或 符号 完全 可 能 代表 虚构 的 对 
象 .5 例如 ,被 称 为 哈密 尔 顿 算 子 的 倒 三 角形 “ 福 ”, 表 
| “| z) 得 一 问 量 


Vu 一 尝 了 十 学 了 7 十 和 


称 为 zx 的 梯度 ， 下 示 < 在 点 (zy 一 切 方 向 的 变化 率 中 
最 大 者 的 方向 。 其 符号 的 倒 三 角形 形状 与 代表 的 意义 无 
任何 相似 之 处 .当然 ,并 不 排 折 某 些 数学 符号 与 所 表征 的 
其 些 事物 具有 一 定 的 相似 性 ,如 三 角形 符号 ^ 人 ”平行 四 
边 形 符号 “ 口 ”等 。 

| 数学 符号 作为 数学 科学 的 人 工 符 号 , 它 又 具备 区 别 
于 其 他 符号 的 一 些 不 同 特征 。 

(3) 抽象 性 。 任 何 符号 ,分 析 其 构成 ,都 是 一 种 联系 
能 指 与 所 指 的 两 面体 ,数学 符号 区 别 于 其 他 符号 的 一 个 
特点 是 , 它 所 指 的 对 象 具 有 高 度 的 抽象 性 .因为 数学 所 研 
究 的 已 是 一 种 形式 化 的 思想 材料 , 或 者 如 布尔 巴 基 
. (Bourbaki) 学 派 所 说 的 , 是 一 种 “研究 抽象 结构 ”的 理 
论 。 例 如 ,世界 上 本 没有 方程 ,方程 是 人 们 从 现实 世界 量 
关系 中 抽象 出 来 的 思想 材料 ,与 此 相对 照 ,没有 人 固然 没 
有 化 学 ,但 元 素 碳 、 氢 、 氧 还 是 客观 存在 于 人 脑 之 外 的 现 
实 中 ,因此 ,数学 符号 指 代 的 对 象 , 抽 象 程度 要 高 于 其 他 
科学 符号 , 且 在 抽象 程度 上 具有 不 同 的 层次 性 ,不 仅 有 直 
接 概括 对 象 属性 的 抽象 ,还 有 在 此 基础 上 的 更 进一步 的 
抽象 .例如 ,具体 自然 数 符号 1,2,… ,一 般 自然 数 符号 4， 
自然 数 集合 符号 N 等 就 是 不 同 抽象 程度 的 数学 符号 。 

(4) 精确 性 .数学 符号 作为 本 质 上 是 一 门 推理 科学 
的 人 工 语言 符号 , 它 具 有 精确 性 .因为 数学 的 对 象 是 形式 
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化 的 思想 材料 , 它 的 结论 是 否 正 确 , 一 般 不 像 物理 学 那 
样 , 通 过 重复 实验 来 检验 ,而 主要 地 要 靠 严 格 的 推理 来 证 
明 。 如 果 符 号 不 精确 ,就 很 难保 证 推理 的 正常 进行 .在 微 
积分 发 展 史上 ,牛顿 曾 用 “0” 代 表 无 穷 小 量 ,但 这 无 穷 小 
量 是 什么 ,是 “固定 量 零 ”, 还 是 “ 趋 于 零 的 量 的 瞬 ”, 牛顿 
也 说 不 清楚 ,他 时 而 这 样 说 ,时 而 又 那样 说 ,这 就 导致 了 
数学 史上 的 第 二 次 危机 ,. 它 从 一 个 侧面 证 明了 数学 符号 
的 精确 性 对 数学 科学 的 重要 意义 。 

(5) 规范 性 。 符 号 与 它 指 代 的 对 象 必 须 相 对 稳定 , 否 
则 ,任意 改变 符号 的 意义 或 无 规则 地 乱用 符号 ,就 会 使 符 
号 失去 信息 传递 的 作用 , 故 数学 符号 能 指 与 所 指 的 联系 ， 
一 经 规定 后 就 约定 俗 成 具有 规范 性 。 : 

(6) 通用 性 ,在 现代 科学 中 ,只 有 数学 符号 系统 是 统 
一 的 ,不 论 哪个 国家 ,也 不 论 哪 个 民族 的 数学 家 ,他 可 以 
很 方便 地 交流 数学 成 果 。 从 最 简单 的 对 象 符号 1、.2、3、4、 
5, 到 最 复杂 的 组 合 符号 数学 公式 ,尽管 各 国 的 读音 不 相 
同 , 但 其 意义 是 相通 的 。 

从 数学 符号 整个 系统 考察 ， 它 又 具备 以 下 特征 。 

《7) 自我 生成 性 ,数学 可 以 构成 如 下 的 符号 系统 , 它 

能 把 整个 理论 用 纯 符号 的 形式 表达 出 来 .这 样 ,只 要 符合 
规则 ,我 们 就 可 以 从 已 有 的 符号 中 产生 新 的 符号 .其 中 复 
数 符号 a 十 bi 就 是 一 例 。.16 世纪 ,被 誉 为 “第 一 流 的 代数 
学 家 ,严肃 的 哲学 家 ,具有 精确 观测 习惯 的 物理 学 家 和 技 
艺 高 超 的 医生 ”的 卡尔 丹 诺 (Cardano) ,一 次 在 考虑 ”把 
样 将 10 分 成 两 部 分 ,使 两 者 的 乘积 等 于 40” 时 发 现 ,如 
果 把 10 分 成 5 十 VY 一 15 和 5 一 Y 一 15, 那么 不 管 它 们 
代表 什么 , 结果 都 是 对 的 .于 是 就 产生 了 形 如 4 


二 6 V 一 了 或 十 天 的 记号 故 复数 记号 实际 是 记号 <、 
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b 及 单位 1、vY 一 1 的 生成 物 。 

(8) 开放 性 ,数学 符号 系统 是 一 个 开放 系统 , 它 是 随 
社会 实践 的 发 展 不 断 容纳 新 符号 而 使 自己 逐步 完善 的 。 
例如 , 随 着 科学 技术 的 发 展 ,人 们 要 处 理 和 研究 的 对 象 越 
来 越 复 杂 , 由 互 克 性 原理 ,“ 当 系统 的 复杂 性 日 益 增 长 时 ， 
我 们 作出 系统 特性 的 精密 而 又 有 意义 地 描述 的 能 力 将 相 
应 降低 >, 这 样 , 模 糊 量 方法 于 20 世纪 六 七 十 年 代 就 应 运 
而 生 , 而 模糊 量 符号 系统 也 就 被 纳入 到 数学 符号 系统 的 
大 家 庭 中 了 。 

2. 符号 方法 的 历史 演变 

纵 观 至 目前 为 止 的 符号 方法 的 历史 发 展 ,可 以 大 致 
区 分 为 萌芽 时 期 .产生 时 期 和 形式 化 时 期 三 个 阶段 ,从 十 
代 到 16 世纪 符号 代数 出 现 之 前 是 萌芽 时 期 ,从 16 世纪 
到 19 世纪 末 为 产生 时 期 ,从 19 世纪 末 起 ， 数学 符号 开始 
进入 形式 化 时 期 。 

(1) 萌芽 时 期 。 

从 吉 代 到 16 全 纪 前 ,人 们 对 数学 符号 的 认识 还 是 了 
胱 的 。 远 在 有 文字 记载 之 前 , 数 的 概念 和 计算 方法 ,以 及 
对 各 种 形状 的 认识 就 已 经 发 展 起 来 了 。 随 着 生产 实践 的 
发 展 ， 伴随 着 计数 ,许多 文明 发 达 较 早 的 民族 逐渐 产生 了 
各 自 的 记 数 符号 和 记 数 方法 ,经 过 长 期 的 .一 定 范围 内 的 
交流 .传播 和 比较 ,鉴别 ,加 之 1450 年 ,约翰 “十 登 堡 活 
版 印刷 的 发 明 对 数码 规范 化 的 促进 ,欧洲 到 16 世纪 或 以 
后 更 长 些 时 间 ,逐渐 形成 了 目前 比较 通行 的 阿拉 伯 记 数 
符号 和 记 数 方法 。 在 代数 和 几何 领域 中 ,只 是 不 成 系统 地 
出 现 了 一 些 缩写 和 象形 符号 。 

人 们 记 数 ,经 历 了 从 原始 符号 记 数 至 数字 符号 记 数 
的 发 展 阶段 .其 中 ;原始 符号 记 数 包括 实物 记 数 、 结 强 记 
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数 和 刻 痕 记 数 等 。 

约 在 距 今 七 八 干 年 前 的 新 石器 时 代 , 人 类 开始 了 定 
居 , 并 出 现 了 一 定量 的 农 牧 业 , 劳 动 的 发 展 和 交往 的 增多 
促进 了 记 数 的 产生 .开始 , 数 符号 是 用 实物 指 代 的 .例如 ， 
至今 还 有 些 原 始 部 落 的 人 仍 用 身体 器 官 指 代数 量 。 他 们 
顺 次 从 左手 小 指 ,无 名 指 直到 拇指 分 别 指 代 1、2、…、5 
用 腕 、 手 肘 之 间 直 至 颈 分 别 指 代 6.7、…、10, 等 等 .后 来 ， 
由 于 实物 指 代 不 能 满足 需要 , 便 产 生 了 结 绳 记 数 和 刻 痕 
记 数 ,正如 我 国 《 易 传 . 系 辞 ) 中 记载 的 “上古 结 绳 而 治 


” 后 世 圣 人 易 之 以 书 契 ”.52 这 里 ,“ 实 物 ”、“ 结 强 ” 和 “ 刻 


痕 ” 都 属 原始 的 记 数 符号 。 
原始 记 数 符号 具有 很 大 的 局 限 性 ， 它 的 进 一 步 发 展 

就 产生 了 数字 记 数 符号 。 世界 文明 发 达 较 早 的 国家 都 产 
生 了 各 自 的 记 数 符号 。 

运算 符号 并 非 随 着 运算 的 产生 立即 出 现 。 古 埃及 、 中 
国 .希腊 和 印度 长 期 都 没有 加 法 符号 ,把 两 个 数字 符 叶 写 
在 一 一 起 就 表示 相 加 ， 在 今天 的 分 数 写 法 中 ,我 们 仍 可 以 看 
到 这 种 痕迹 .直至 3 世纪 时 ， 希腊 才 出 现 减 号 "人 ”3;6 世 
纪 ， 印度 出 现 缩写 符号 ， 其 中 乘法 用 bhavita( 乘 ) 的 缩写 
bha 表示 ' 碱 法则 在 减 数 上 面 出 一 点 来 表示 ， 加 法 和 除法 
仍 无 符号 。 | 
对 符号 的 注意 是 从 欧洲 开始 的 。 起 先 ， 欧洲 人 承袭 印 
度 的 做 法 ,用 单词 的 第 一 个 字母 作 符号 。 如 用 拉丁 字母 的 
PCplus 的 第 一 字母 , 意 为 相 加 ) 表示 加 ,用 MC(Minus 的 
第 一 个 字母 , 意 为 相 减 ) 表示 减 。 后 来 ,到 了 16 世纪 才 形 
成 了 近似 于 目前 使 用 的 精细 的 运算 符 与 。 

”并 数 在 这 一 时 期 基本 上 都 是 文辞 的 和 缩写 的 。 与 巴 
比 伦 和 埃及 的 一 样 , 古 希腊 代数 基本 上 是 文辞 的 ,只 是 在 
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3 世纪 ,天 番 都 (Diophantus) 有 意识 地 应 用 了 缩写 符号 
后 才 进 入 缩写 阶段 .印度 的 代数 是 缩写 的 , 且 缩 写 的 程度 
强 于 丢 番 都 .例如 ,婆罗 摩 及 多 (Brahmagupta, 约 628) 及 
其 后 人 ,就 用 ca 1644ni lru 6302 表示 1644y 十 zz 十 6302。 
其 中 ,ca 是 calaca( 黑 的 ) 缩写 ,用 以 表示 第 二 未 知 数 。ni 
“和 ru 分 别 是 nilaca、rupa 的 缩写 ,表示 第 三 未 知 数 和 单纯 
数 , 且 几 部 分 并 列 在 一 起 表示 相 加 ,没有 加 号 。 

”几何 领域 中 ,在 古 埃及 的 数学 纸 草 和 巴比伦 的 数学 
泥 版 中 ,已 发 现在 图 形 上 标 有 尺寸 ,但 还 没有 出 现 标 注 字 
母 的 情况 .公元 1 世纪 ,海伦 (Heron) 在 (经纬仪 》 一 书 
中 , 曾 用 入 表示 三 角形 ,ov 或 p' 表示 平行 和 平行 四 边 形 。 


3 世纪 , 帕 普 斯 (Pappus) 用 〇 和 © 表 圆 ,人 表 角 , 表 
正方 形 。1202 年 ,意大利 斐 波 那 契 (Fibonacci) 开始 用 a、 

c、… 等 小 写字 母 表 示 点 等 .但 这 些 符号 还 都 是 零星 的 、 
象形 的 , 且 带 有 极 大 的 随意 性 .后 来 ,在 代数 符号 化 的 推 
动 下 ,加 之 17 世纪 代数 与 几何 结合 产生 解析 几何 ,促进 
了 几何 图 形 符号 的 急速 发 展 .到 19 世纪 ,法 国 几何 学 家 
卡 诺 (Carnot) 的 著作 《 论 几 何 图 形 的 关系 X1801) 中 , 几 
何 图 形 的 符号 已 很 接近 于 现在 了 。 如 4.B、C 表示 扩 ， 


AB、A4B 分 别 表示 线 段 4B 和 弧 4B,BCD 表 示 C 在 B.D 
之 闻 的 共 线 三 点 8.C.D,28 .CD 表示 直线 AB 与 CD 的 
交点 ,等 等 。 | 

(2) 产生 而 期 。 

从 15 世纪 起 ， 必 洲 媒 发 了 声称 之 为 文艺 复兴 的 深 
刻 的 资产 阶级 民主 革命 ,前 后 历时 200 多 年 .新兴 资 产 阶 
”级 反 封建 的 革命 斗争 ,为 科学 发 展 扫 清 了 道路 .而 科学 的 
发 展 又 要 求 作为 启发 思维 有 效 手段 的 数学 创造 一 种 更 适 
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合 于 它 发 展 的 符号 语言 .加 之 此 时 ,我 国 造纸 .印刷 术 传 
' 入 欧洲 后 欧洲 发 明了 活 版 印刷 ,更 为 数学 符号 的 创 用 提 
供 了 物质 条 件 , 这 一 时 期 ,人 们 对 数学 符号 的 认识 已 从 腾 
爱 阶 段 进入 到 有 意识 的 创 用 阶段 ,这 突出 地 表现 在 代数 
符号 的 变革 和 变量 数学 符号 的 产生 上 。 ， 
代数 史上 ,数学 符号 的 创 用 使 代数 从 文辞 的 .缩写 的 
进入 到 了 符号 的 阶段 .这 一 转变 的 主要 标志 有 三 方面 :一 
是 表示 未 知 数 和 已 知 数 符号 的 出 现 ;二 是 合理 的 短 次 符 


， 号 的 建立 ;三 是 精巧 的 运算 符号 和 关系 符号 的 产生 。 


未 知 量 、 已 知 量 符号 的 出 现 是 代数 走向 符号 化 的 重 
要 一 环 。 因 为 没有 它 , 数 学 便 不 能 从 特殊 走向 一 般 。16 世 
纪 的 法 国 数学 家 韦 达 (Vieta) 是 数学 史上 第 一 个 有 意识 
地 系统 使 用 字母 的 人 .1585 年 ,他 创 用 大 写 元 音字 母 4、 
ET.O 等 表示 未 知 数 , 辅 音字 母 B.G、D 等 表示 已 知 数 ， 
并 称 使 用 字母 后 的 代数 方程 所 表示 的 是 “类 的 计算 术 ”， 
以 别 于 “ 数 的 计算 术 ”, 以 此 作为 代数 与 算术 的 分 界线 .但 
他 的 符号 体系 还 是 混乱 的 ,言词 常 与 缩写 混在 一 起 ,没有 
等 号 , 乘 号 用 “in” 表示。 在 这 后 ,篇 卡 儿 (Descartes) 对 韦 
达 的 字母 作 了 改进 ,他 用 字母 中 前 面 的 字母 表示 已 知 量 ， 
末 后 的 表示 未 知 量 ,成 为 现今 的 习惯 用 法 。 

赛 次 符号 是 伴随 着 代数 摆脱 几何 束缚 趋势 的 出 现 而 
产生 的 。 起 先 , 人 们 往往 借助 平方 .立方 来 表示 舌 。 例 如 ， 
丢 番 都 用 Ary 马 分 别 表示 安 和 富 , 而 用 人 yy 人、 人 已 分 别 
表示 zx* 和 xz, 随 着 代数 摆脱 几何 束缚 趋势 的 出 现 , 人 们 
强烈 指责 滥用 “平方 "“ 立 方 ” 的 做 法 , 主张 应 直接 使 用 
“四 次 ”“ 五 次 ”等 的 用 语 。 居 住 荷兰 的 机 械 师 、 工 程 师 斯 
台 文 (Stevin) 首先 创 用 了 符号 〇 表示 未 知 量 ,并 将 次 数 
写 于 图 内 .后 来 , 秒 卡 儿 对 此 作 了 改进 ,他 用 
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zz 十 4za 一 19z 习 一 106z 一 120 
Z4 十 4z3 一 1972 一 106z 一 120， 
从 而 首先 给 出 了 正 整 指数 备 的 现代 表示 法 .在 笛 卡 儿 工 
作 的 基础 上 , 沃 利 斯 (J. Wallis) .牛顿 (Newton) 还 创 用 
了 零 指 数 、 负 指数 和 分 数 指数 寡 记 号 .至 此 ,统一 分 式 、 根 
式 的 科学 的 者 次 符号 便 得 到 了 完全 的 确立 。 

数学 符号 按 其 性 质 可 分 为 元 素 符 号 .关系 符号 .运算 
符号 .约定 和 辅助 符号 ,代数 从 文辞 的 .缩写 的 进入 到 符 
号 的 , 除 有 元 素 符 号 外 还 必须 有 运算 符号 .关系 符号 甚至 
还 要 某 些 约定 和 辅助 的 符号 ， 因为 它们 都 是 简化 逻辑 推 
理 所 不 可 缺少 的 。 

近代 精细 的 运算 符号 和 关系 符号 是 在 缩写 符号 的 基 
础 上 发 展 起 来 的 “十 >“ 一 ”号 开始 时 是 作为 "超过 ”和 
“不 足 ” 由 德国 数学 家 维特 曼 (Widmann) 于 1489 年 引进 
的 ,直到 1514 年 ,荷兰 赫 克 (Hoecke) 才 赋 子 它 加 、 减 号 
的 意义 。 乘 号 “XxX” 是 英国 数学 家 奥 特 里 德 CW. 
Oughtred) 于 1631 年 在 《数学 的 关键 》 一 书 中 首先 使 用 
的 .1698 年 , 莱 布 尼 效 (Leibniz) 又 创 用 了 点 乘 号 “…”。 除 
号 “二 ”是 瑞士 数学 家 拉 因 (CRahn) 于 1659 年 首先 使 用 并 
由 牛顿 、 沃 利 斯 提倡 的 。 据 说 , 它 是 由 曾经 用 作 过 除 号 的 
“一 » 与 *:” 的 组 合 , 关系 符 号 “= 二 ”是 英国 列 科 尔 德 
(Recorde) 于 1557 年 引入 并 由 莱 布 尼 兹 倡导 的 . 列 氏 说 : 
“最 相像 的 两 件 东 西 是 两 条 平行 线 , 所 以 这 两 条 线 应 该 用 
来 表示 相等 .” 辅 助 符号 圆 括号 始 见于 1544 年 , 方 括号 是 
沃 利 斯 首先 使 用 的 , 花 括 号 是 韦 达 于 1593 年 引入 的 。 正 
是 由 于 这 样 三 个 方面 符号 的 出 现 ， 代数 在 十 六 七 世纪 才 
从 文辞 的 .缩写 的 进入 到 符号 化 的 阶段 。 
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被 党 为 人 类 精神 的 最 高 胜利 ”的 微 积 分 ,其 符号 是 
由 它 的 理论 创立 者 牛顿 、 莱 布 尼 效 各 自 独立 创造 的 ,牛顿 
把 变量 叫做 流 , 变 量 的 变化 率 叫 做 流 数 . 对 于 流 z、.y 的 流 
数 记 以 T、y, 其 记号 首先 见于 他 1736 年 4 流 数 法 和 无 穷 
级 数 》 一 书 . 莱 布 尼 兹 于 1684 年 在 题 为 4 关于 极 大 和 极 小 
以 及 切线 的 一 种 新 方法 , 它 对 分 数 或 无 理 数 也 适用 》 的 
文章 中 ,首先 使 用 微分 记号 4 。 积 分 记号 “f” 是 菜 布 尼 效 
与 雅 各 ， 贝 努 里 (Jacob Bernoulli) 在 通信 讨论 中 共同 创 : 
造 的 ,f 是 “和 ”sum 一 词 第 一 字母 的 拉 长 . 微 积 分 符号 的 . 

一 次 重要 飞跃 是 “e-6” 符 号 语言 的 产生 , 它 是 柯 西 

(Cauchy)、 外 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass) 为 克服 模糊 不 清 
的 无 穷 小 量 所 带 来 的 麻烦 而 建立 起 来 的 .这 种 符号 语言 
首创 了 完全 不 依赖 于 几何 直观 而 对 极限 .连续 等 一 系列 
重要 概念 的 静态 刻画 ,从 而 结束 了 微 积分 发 展 史上 的 种 
种 混乱 局 面 , 有 力 地 推动 了 整个 分 析 数 学 的 发 展 。 

(3) 形式 化 时 期 。 

19 世纪 末 ,数学 在 刚刚 解决 了 由 微 积分 概念 的 模 册 
性 而 带 来 的 种 种 麻烦 后 不 久 , 又 出 现 了 集合 悖 论 , 这 更 进 
一 步 促 进 了 人 们 对 数学 基础 的 研究 ,这 种 研究 推动 了 数 
学 符号 向 更 高 方 回 的 发 展 。 

首先 ， 人 们 从 逻辑 和 语言 上 对 数学 基础 进行 研究 ， 引 
进 了 量词 符号 .这 首 见 于 弗 雷 格 (F..G. Frege) 表 意 符 
号 》(1879) 一 书 。 在 此 书 中 , 他 完备 地 发 展 了 命题 演算 ， 
又 几 乎 很 完备 地 发 展 了 谓词 演算 .但 上 弗 雷 格 的 符号 和 历 
来 相传 的 、 当 时 使 用 的 、 迄 今 使 用 的 都 完全 不 同 ,以 致 他 
的 学 说 长 期 没 人 注意 。1885 年 ,皮尔 斯 (Peirce) 引进 了 当 
今 仍 使 用 的 存在 量词 .全 称 量词 符号 台 和 mm。 量 词 的 引 
入 对 简化 数学 表达 和 推理 具有 重要 意义 。 因 为 在 近代 数 
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学 中 ,到 处 充满 有 关 量 词 的 语句 和 推导 。 例 如 ,作为 微 积 
分 基础 的 极限 概念 的 定义 中 就 有 三 个 量词 重 登 的 语句 。 
和 目 弗 雷 格 以 后 ,意大利 数学 家 皮 亚 诺 (Peano) 于 1894 年 
出 版 了 《数学 公式 》。 他 正式 利用 前 人 命题 演算 和 谓词 演 
算 的 成 果 , 用 以 表述 数学 ,推导 数学 ,至 今 所 沿用 的 记号 
大 多 是 由 皮 亚 诺 订 定 的 ,此 外 ,他 又 区 分 了 集合 论 中 € 
(属于 ) 和 所 (包含 ) 符号 。 在 皮 亚 诺 稍 后 些 , 罗素 
(Russell) 和 怀特 海 (Whitehead) 系统 总 结 了 普通 逻辑 符 
号 化 、 数 学 化 的 研究 成 果 于 《数学 原理 》 一 书 , 成 为 数学 
逻辑 成 熟 的 主要 标志 。 

数学 符号 形式 化 的 另 一 标志 是 公理 化 方法 从 抽象 到 
形式 化 的 发 展 . 这 是 希 尔 伯 特 (Hilbert) 在 数学 基础 研究 
中 ,为 了 实现 希 尔 伯 特 规划 而 采取 的 重要 步骤 .所谓 形式 
化 ,用 他 自己 的 话说 ,就 是 “取代 了 那 种 用 自然 语言 来 表 
达 的 .具有 内 容 的 数学 知识 ,我 们 最 后 得 到 的 是 由 数学 符 
号 和 逻辑 符号 所 组 成 的 一 组 公式 。 这 些 公式 是 按照 一 定 
的 规则 依次 得 出 的 :其 中 的 一 些 相 当 于 数学 公理 ,而 那 种 
从 一 些 公式 推出 另 一 些 公 式 时 所 用 的 规则 则 相当 于 内 容 
上 的 推理 ,从 而 内 容 上 的 推理 就 为 那 种 由 规则 所 决定 的 
形式 过 程 所 代替 。”0 这 样 , 希 尔 伯 特 就 把 数学 符号 的 发 
展 推 向 了 一 个 系统 化 .形式 化 的 阶段 .由 于 符号 的 形式 化 
摆脱 了 对 象 具体 的 特定 性 ,这 就 使 数学 研究 的 意义 得 到 
了 极 大 的 扩充 。 同 时 ,符号 的 形式 化 又 清楚 地 揭示 了 各 种 
数学 理论 的 逻辑 结构 ,为 深入 研究 各 种 数学 理论 的 内 在 
”联系 商定 了 基础 。 
3. 符号 方法 的 功能 
(1) 明 化 数学 问题 ,简化 数学 推理 。 
数学 符号 按 其 结构 ,可 分 为 基本 符号 .组 合 符号 和 公 
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式 符 号 。 基 本 符号 是 表示 单个 概念 的 符号 , 它 是 符号 系统 
中 不 可 分 割 的 最 小 单位 ,如 ar、 十 等 ,若干 基本 符号 的 
组 合 就 形成 组 合 符号 。 它 表示 复杂 的 数学 概念 ,形成 数学 
符号 的 “短语 ”, 如 (a 十 5)? 等 ,如果 组 合 符号 与 基本 符号 
中 的 关系 符号 按 一 定 规则 相连 ,就 形成 公式 符号 , 它 表达 
一 个 判断 一 个 命题 .而 多 个 公式 符号 的 组 成 就 形成 数学 
中 的 推理 。 由 于 任何 符号 都 是 由 基本 符号 组 成 的 ,而 每 个 
基本 符号 都 是 充分 简 缩 的 词 或 句子 。 故 用 符号 表达 的 概 
念 、. 判 断 、 命 题 . 推 理 自然 要 比 自然 语言 简洁 和 明确 得 多 ， 
从 而 就 有 助 于 人 们 理解 问题 ,分 析 和 解决 问题 ,正如 怀特 
海 所 说 的 :“ 这 些 术 语 和 符号 的 引入 ,往往 是 为 了 理论 的 
易于 表述 和 解决 问题 .特别 是 在 数学 中 ,只 要 细 加 分 析 ， 
即 可 发 现 符 号 化 给 数学 理论 的 表述 和 论证 带 来 极 大 的 方 
便 , 甚 至 是 必 不 可 少 的 。”[9 

例如 ,在 数学 分 析 的 发 展 史上 ;人 们 对 证 明 变量 的 极 
限 一 直 是 束手无策 的 ,变量 能 否 到 达 它 的 极限 也 常 争论 
不 休 而 一 无 结果 。 然 而 , 当 极限 概念 采用 e-6 符号 方式 定 
义 后 ,这 些 问题 就 迎刃而解 了 .正如 世界 著名 数学 家 柯 朗 
(R. Courant) 所 说 的 :“ 在 e-6 定义 中 独立 变量 并 不 运动 ; 
它 在 任何 物理 意义 下 并 不 “ 趋 近 于 ’ 或 ‘迫近? 极限 zi .这 
些 语句 以 及 记号 > 依旧 保留 ;它们 所 表达 的 富有 启示 性 
的 直观 感觉 ,是 数学 家 不 会 也 不 应 该 放 过 的 .但 是 在 实际 
的 科学 过 程 中 ,和 欲 验证 极限 的 存在 性 , 则 必需 应 用 e-6 定 
义 ,这 个 定义 是 否 圆满 地 反映 了 趋 近 概念 的 直观 动态 ’， 
这 与 几何 公理 是 否 提供 对 空间 直观 概念 的 图 满 解释 一 
样 ,它们 属于 同一 类 问题 。 两 者 的 表述 都 舍弃 了 若干 直观 
上 实在 的 内 容 , 但 是 在 表示 我 们 对 这 些 概念 的 知识 时 ,他 
们 却 成 为 适宜 的 数学 结构 。”09 可 见 ,符号 对 揭示 概念 实 
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质 及 便于 推理 论证 等 都 有 极其 重要 的 意义 。 
符号 的 形式 是 多 样 的 ,图 形 也 是 一 种 符号 。 希 尔 伯 特 
说 ,算术 符号 是 写 出 来 的 图 形 ,而 几何 图 形 则 是 画 出 来 
的 公式 。”9 重视 并 运用 “ 画 出 来 的 公式 ”, 对 明 化 数学 问 
题 .简化 数学 推理 是 十 分 重要 的 。 法 国 著名 数学 家 阿达 玛 
(Hadamard) 曾 借用 大 数学 家 欧 拉 (Euler) 的 事例 来 提醒 
人 们 ;他 说 :“ 科 学 史上 , 欧 拉 所 给 出 的 下 述 例子 是 众 所 周 
知 的 。 他 为 了 向 一 个 瑞典 王子 解释 演绎 的 特性 ,而 用 圆 来 
代表 一 般 的 概念 ,让 我 们 考虑 A 和 B 两 类 事物 ,如 果 ' 凡 
是 4 都 是 B’ , 则 我 们 就 想象 圆 4 位 于 圆 B 之 内 ;而 如 果 
‘没有 4 是 B? ,我 们 就 想象 加 A 和 加 B 完 全 不 相交 ;如 果 
‘ 某 些 4A 是 B’ , 则 想象 成 圆 A 和 圆 B 相 交 。 我 自己 在 进行 
某 种 推理 时 ,也 不 用 语言 来 代表 思想 ,语言 并 不 能 使 我 看 
清 这 个 推理 过 程 是 否 正 确 , 我 使 用 类 似 于 欧 拉 的 方法 ,不 
过 不 是 用 圆圈 ,而 是 用 某 种 不 固定 的 图 形 来 表示 。”” 
(2) 触发 人 们 的 创造 性 思维 。 ” | 
”人 的 思维 过 程 实际 是 一 个 对 信息 的 处 理 、 加 工 亦 即 
组 合 ,选择 的 过 程 , 故 进 入 人 脑 信息 量 的 大 小 往往 影响 着 
人 的 思维 质量 .由 于 符号 是 高 度 浓 缩 信息 的 物质 携带 者 ， 
帮 应 用 符号 思考 常 能 缩减 思维 劳动 ,加 速 思维 进程 ,从 而 
易于 获得 创造 性 思维 。 尤 其 是 符号 的 形式 化 发 展 ,使 得 通 
过 理性 思维 构思 出 某 些 新 概念 ,常常 成 为 数学 发 现 的 有 
力 工具 。 拉 普 拉 斯 (Laplace) 以 数学 分 析 的 符号 化 对 创造 
性 思维 的 触发 作用 为 例 , 论 述 道 :“ 数 学 分 析 的 语言 ,是 所 
有 的 数学 语言 中 最 完善 的 语言 ,而 且 语 言 本 身 就 成 为 新 
发 现 的 有 力 工具 .特别 是 那些 被 构思 出 来 的 种 种 必要 概 
念 ,往往 是 许多 新 算法 的 起 点 .” 同时 ,由 于 符号 常 以 
直观 .鲜明 的 形式 将 抽象 的 概念 呈现 在 人 们 的 眼前 , 故 竺 
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号 思维 往往 具有 简洁 、 明了 、 易 为 心灵 感受 的 特点 和 估 
氮 ， 从 而 也有 助 了 扣发 人 们 的 全 和 性 有 维 . 


例如 ;由 短 的 运算 公式 xz". x" = zx”"t" 出 发 ,可 触发 
人 们 对 分 数 指数 舌 的 思考 ,因为 三 。zz = zx, 故 可 用 z3 
来 记 VZ (zx 之 0); 同 样 ;由 xz” 二 x" 二 x"", 可 创造 出 负 
指数 短 和 零 指数 短 的 概念 ,牛顿 正 是 出 于 这 种 触发 才 创 : 
造 了 分 数 指数 矫 和 贷 指 数 备 。 

“(3) 实现 思维 的 机 械 操 作 。 


”由 于 符号 形式 易于 运算 和 推理 ， 故 研究 问题 时 ， 和 人们 
可 以 暂时 撤 开 符号 的 意义 而 仅 着 眼 于 形式 , 当 符号 与 一 
定 的 概念 单 值 地 对 应 时 ,思想 的 操作 可 转换 为 对 符号 的 
操作 ， 而 符号 的 操作 可 委托 机 器 进行 ， 故人 们 利用 符号 借 


助 计算 机 ， 便 可 使 复杂 、 繁重 的 脑力 劳动 机 械 化 ， 从 而 实 


现 智力 的 解放 。17 世纪 时 , 莱 布 尼 效 曾 预 言 :“ 一 旦 完成 
了 这 一 计划 ,人 类 就 将 获得 这 样 一 种 新 工具 ， 它 对 于 人 类 
理解 能 力 的 增强 程度 将 远 远 超出 任何 一 种 光学 仪器 对 于 
视力 的 加 强 。”5320 世纪 40 年 代 ,电子 计算 机 的 出 现 使 
上 述 设想 变 为 现实 , 它 极 大 地 解放 了 人 们 的 智力 劳动 ,其 
中 “四 色 问 题 ” 的 研究 就 是 突出 的 一 例 。 又 因数 学 思维 的 
机 械 化 不 但 极 大 地 拓展 了 数学 的 应 用 范围 ,而 且 还 改变 
了 数学 应 用 的 实践 方式 ,比如 天 文学 中 超新星 的 爆发 过 
程 ,地 质 学 中 的 地 这 运动 ,都 难以 在 实验 室 里 实验 , 却 可 
以 用 计算 机 通过 数学 模型 来 模拟 ,从 而 对 各 种 理论 解释 
进行 检验 ,因此 ,数学 思维 机 械 操作 的 出 现 , 使 科学 研究 
的 方式 除了 传统 的 理论 工作 和 实验 工作 外 ,还 出 现 了 计 
算 机 实验 。 
(4) 促进 数学 和 其 他 学 科 走 向 成 熟 。 
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一 门 学 科 的 数学 符号 化 程度 ,常常 是 这 门 学 科 是 否 

成 熟 的 重要 标志 。 

数学 史上 不 乏 这 样 的 事例 , 由 于 缺乏 能 够 说 清真 正 
实质 的 符号 ,数学 的 某 个 领域 就 得 不 到 发 展 .典型 的 例子 
是 代数 学 ,为 了 写 出 一 般 的 代数 方程 式 

QoT" 十 az 十 … “十 a, 二 0， 
从 丢 番 都 到 书 达 和 莱 布 尼 兹 用 了 整整 13 个 世纪 ， 在 我 
国 ,宋代 秦 九 韶 解 了 许多 高 次 方程 (包括 10 次 方程 ) ,但 
没 能 发 现 一 般 二 次 方程 的 根 与 系数 关系 。 宋 元 时 期 ,由 天 
元 术 发 展 到 四 元 术 而 不 能 再 向 多 元 方向 发 展 ， 致使 四 元 
术 成 为 用 算 筹 解 方程 组 的 顶峰 。 所 有 这 些 , 都 与 中 国 古 代 
缺乏 先进 符号 有 极 大 关系 。 正如 卡 约 里 (F. Cajori) 在 他 


”的 《数学 符号 史 》 中 指出 的 “中 国 代数 学 在 14 世纪 以 后 


停滞 不 前 的 事实 ,主要 是 由 于 它 不 完善 的 ， 无 适应 性 的 符 
号 .可 见 ， 先进 的 符号 对 数学 理论 的 建立 和 发 展 具有 重 
要 意义 。 

不 仅 数学 科学 的 成 熟 发 展 依赖 于 先进 的 符号 ， 就 是 
其 他 学 科 的 成 熟 发 展 也 是 如 此 。 康 德 (Kant) 说 :“ 我 坚定 
地 认为， 任何 一 门 自然 科学 ,只 有 当 它 能 应 用 数学 工具 进 
行 研究 时 ,才能 算是 一 门 发 展 渐 趋 完善 的 真实 科学 …… 
而 且 一 门 科学 对 于 数学 工具 的 应 用 程度 ,就 是 这 门 科学 
渐变 为 真实 科学 的 发 展 程度 .”[9 科学 史上 , 正 是 由 于 牛 
顿 .麦克 斯 韦 、 爱 因 斯 坦 、 海 森 堡 等 人 分 别 应 用 了 微 积分 、 
伪 微 分 方程 . 黎 曼 几何 .矩阵 等 数学 工具 , 才 促进 了 物理 
科学 从 感性 到 理性 的 不 断 成 熟 
“4. 符号 的 选择 原则 

数学 符号 的 发 明史 表明 :一 方面 ,数学 符号 随 着 社会 
实践 的 发 展 ， 不 断 海 劣 存 优 ， 不 断 创 匠 其间 ,许多 富有 创 
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造 精神 的 数学 家 ,如 韦 达 、 秒 卡 儿 、 牛 顿 , 莱 布 尼 效 ,和 希 尔 
伯 特 等 都 作出 了 重要 的 贡献 ; 另 一 方面 ,由 于 历史 的 和 认 
识 的 局 限 性 ,在 现存 的 符号 体系 中 还 存在 若干 令 人 遗憾 
的 不 足 ,对 此 ,布尔 巴 基 甚 至 说 :“ 只 要 粗略 地 检查 一 遍 现 
存 的 符号 ,就 表明 很 少 有 一 看 就 懂 十 分 简单 的 …… 其 中 
大 多 数 符号 要 不 把 它们 复杂 化 到 毫 无 用 处 的 程度 就 不 足 
以 消除 掉 它 的 所 固有 的 岐 义 .”C9OM. 克 莱 因 也 说 :“ 到 17 
世纪 末 , 数 学 里 已 特意 (而 不 是 偶然 或 碰巧 地 ) 使 用 符号 
并 认识 到 它 所 能 赋予 的 功效 和 一 般 性 .只 可 惜 那些 并 不 
认识 符号 重要 性 的 人 漫不经心 而 随意 引入 的 符号 太 多 
了 ,而 至 今 却 都 已 通用 …… ' 我 们 今明 所 用 的 符号 ,是 许 
多 早已 握 弃 的 符号 系统 中 个 别 残留 记号 的 杂烩 : ”57 正 
是 由 于 这 样 的 原因 ， 布尔 巴 基 才 把 修订 数学 符号 作为 自 
己 的 一 项 重要 工作 。 

数学 符号 作为 数学 科学 中 的 语言 符号 , 它 的 能 指 与 
所 指 间 的 关系 ， 开始 时 是 任意 的 ,但 一 经 选 定 就 相对 稳 
定 。 在 诸多 的 能 指 与 所 指 的 关系 中 ,怎样 科学 地 选择 具有 
约定 俗 成 的 关系 ,在 组 成 组 合 符号 .公式 符号 时 ,基本 符 
号 又 该 怎样 选择 ,应 遵循 以 下 一 些 主要 的 原则 。 

“(1) 整体 性 原则 。 由 于 数学 的 进一步 社会 化 和 形式 
化 ,使 数学 符号 不 断 自 我 生成 新 的 符号 .这样 , 就 有 可 能 
使 符号 的 使 用 造成 混乱 、 重 复 和 失去 控制 .这 就 要 求人 们 
不 断 加 强 对 符号 的 审视 和 修订 , 且 在 修订 时 要 充分 注意 
数学 的 系统 性 、 逮 辑 性 和 各 数学 分 支 符号 的 一 致 性 ,协调 
性 和 无 牙 盾 性 ,不 要 顾此失彼 ,前 后 相悖 ,例如 ,在 数理 逻 
辑 中 ,否定 . 合 取 、 析 取 、 蕴 涵 、 双 向 蕴涵 ,怀特 海 .罗素 的 
记 法 是 一 P.P.'Q.PV QP 恬 Q.P 三 Q@; 希 尔 但 特 的 记 
法 是 .P&Q、P V Q、.P QP ~ Q; 而 波兰 学 者 的 记 法 
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是 NN,、K,、Ap、Cm、Em。 几 平 是 一 个 作者 一 套 符号 ,不 但 
重复 ,而 县 相互 牙 盾 。 因 而 需要 加 以 审视 和 修订 ,做 到 使 
用 贯彻 始终 的 统一 符号 ,真正 使 符号 系统 成 为 统一 .有 
序 、 相 容 的 整体 ,以 保证 数学 的 整体 性 、 有 逻辑 性 和 系统 性 。 
这 就 是 数学 符号 选择 的 整体 性 原则 。 

(2) 单 义 性 原则 ,任何 自然 语言 都 有 两 个 基本 组 成 
部 分 ,一 是 元 素 ( 字 母 ) 和 词汇 ,二 是 语法 和 语法 结构 。 但 
自然 语言 无 论 是 字母 `. 词 和 语法 ,语法 结构 都 是 非 单 义 
的 ,其 表现 是 一 个 字 或 词 常 有 多 种 含义 , 且 “ 自 然 语 言 中 
语法 结构 和 逻辑 结构 之 间 不 存在 普遍 性 和 必然 性 的 一 至 
…… 使 得 语言 有 可 能 在 曲 和 脐 造 思想 ”等 .这 种 非 单 义 
的 情况 ,严重 妨碍 了 数学 的 逻辑 推理 和 精确 研究 , 故 作为 
数学 科学 人 工 语言 符号 的 数学 符号 必须 是 单 义 的 。 即 符 
号 的 能 指 与 所 指 的 关系 要 互 为 单 值 映 射 , 且 用 基本 符号 
组 合成 各 种 组 合 符号 和 推理 符号 时 ,其 语法 必须 按 预 定 
的 法 则 进行 。 例 如 ,在 数学 史上 , 角 的 符号 与 小 于 符号 曾 
发 生 神 突 , 都 用 “二 ”表示 ,为 满足 单 义 性 ,前 者 后 来 改 为 
“7/9 ;数论 中 ,高 斯 (Gauss) 和 勒 让 德 (Legendre) 分 别 用 
符号 “三 ”与 “=” 来 表示 同 余 , 因 符号 “==” 已 用 来 表示 一 
般 的 相等 ,故人 们 会 去 了 勒 让 德 的 符号 而 保留 了 高 斯 的 
符号 。 

(3) 简明 性 原则 。 要 求 符 号 及 其 系统 都 应 为 最 简 的 。 
正如 皮 亚 诺 所 指出 的 ;数学 的 一 切 进步 都 是 对 引入 符号 
的 反应 …… 在 两 种 符号 体系 中 ,符号 用 得 较 少 的 一 般 是 
可 取 的 ”例如 ;对 于 解决 集合 悖 论 , 风 素 和 他 的 学 生 二 
姆 赛 (Ramsay) 都 提出 了 解决 的 方案 。 罗 素 的 方案 是 所 谓 
的 “分 支 类 型 论 ”, 它 不 仅 按 对 象 的 性 质 、 性 质 的 性 质 
a 加 以 分 类 ,而 且 对 每 一 类 的 性 质 ,又 按 性 质 的 意义 
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加 以 分 级 .在 类 中 分 级 的 基础 上 ,利用 恶性 循环 原则 排除 
悖 论 ,而 兰 姆 赛 的 简单 类 型 论 是 在 废除 分 支 类 型 论 中 关 
于 级 的 划分 后 仅 保 留 类 的 划分 且 承 认 类 型 混淆 原则 而 不 
承认 恶性 循环 原则 的 基础 上 建立 起 来 的 ,由 于 简单 类 型 
论 比分 支 类 型 论 所 涉及 的 符号 系统 要 少 得 多 , 故 简单 类 
型 论 要 比分 支 类 型 论 简 单 得 多 ,从 而 也 就 易于 为 人 们 所 
接受 .此 外 ,在 基本 符号 的 选择 上 ,应 使 书写 .排版 方便 ， 
是 “用 词 要 尽 可 能 地 短 , 并且 容易 翻译 成 主要 的 科学 语 
言 ”在 用 基本 符号 组 成 公式 符号 时 要 使 公式 整齐 .对称 ， 
运算 简洁 、 明 了 。 

例如 ,小 数 2.5, 至 19 世纪 还 有 215 32?45;2A 人 5 
2 '5;2,5 等 记 法 , 相 比 起 来 ,目前 用 的 记号 书写 要 简便 
些 .表达 线段 , 角 、 三 角形 面积 的 加 减 ,如 选择 有 向 线段 、 
有 向 第 、 有 疝 面积 符号 ,就 会 使 运算 简洁 ,论证 明了 .射影 
几何 中 引进 无 穷 远 元 素 符号 ,就 可 以 建立 对 偶 原 理 。 分 式 
与 根 式 采用 短 的 记号 ,就 能 化 宕 的 高 级 运算 为 指数 的 低 
级 运算 . 欧 拉 选 用 小 写字 母 a.5c 表示 三 角形 的 边 ,其 对 
”应 的 大 写字 母 4.B.C 表示 相应 的 角 , 就 能 使 三 角形 诸 公 
式 整齐 .对 称 , 简 单 . 明 了 ,等 等 .所 有 这 些 都 不 失 为 是 符 
号 选择 简明 性 原则 的 范例 。 

(4) 表意 性 原则 。 在 可 能 的 情况 下 ,符号 的 选择 应 力 
求 反应 该 符号 所 指 概念 .公式 的 思维 特征 .这 主要 包括 概 
念 .公式 的 由 来 .实质 ,客观 现实 原型 ,几何 直观 和 隐 合 着 
的 丰富 、 深 刻 的 内 容 等 ,或 如 丢 东 涅 (Dieudonne) 所 说 
的 ,“ 如 果 可 能 的 话 ”, 要 “能 够 让 人 想起 它们 所 指称 的 概 


念 或 者 它们 的 创始 人 ”。 例 如 导数 符号 9 就 是 能 揭示 导 
数 、 微 分 思维 实质 的 一 种 符号 .因为 它 表明 ,函数 在 某 点 
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处 的 导数 ,等 于 函数 在 该 点 处 的 纵 坐 标 改变 量 与 横 坐 标 
改变 量 的 商 , 亦 即 在 该 点 处 的 切线 斜率 ,这 就 深刻 揭示 了 
导数 .微分 概念 的 内 在 联系 ,并 具有 鲜明 的 直观 形象 . 正 
如 卡 约 里 在 评价 这 一 符号 时 所 指出 的 :“ 尽 管 印刷 不 是 特 
别 合意 ,但 这 个 符号 现在 比 任何 其 他 竞争 者 都 得 到 更 广 
泛 的 接受 ,最 重要 的 原因 是 这 个 符号 的 适应 性 .应 用 简单 
的 代数 过 程 , 人 们 就 很 容易 从 导数 得 到 微分 ,给 读者 的 心 
智 直 觉 地 暗示 了 带 有 两 个 垂直 边 &y 和 dz 的 直角 三 角形 
的 特征 。 这 个 符号 容易 唤起 达到 微 积分 对 几何 和 力学 应 
用 的 核心 思想 ”。 

又 如 ,用 矩阵 符号 表达 仿 射 变换 

= as)+B. 9 
CI11 U12 


其 中 ,4 == ,|A1 关 0,B8 = [3]. 


其 思维 特征 揭示 得 更 是 淋 清 尽 至 .事实 上 , 设 有 仿 射 坐标 
系 《CO ei ? ey} 它 在 仿 射 变换 下 的 像 是 (CO er 9 ez } ? 则 


2 和 OO' 相对 于 {O;ei,es} 的 坐标 分 别 是 4 的 第 
一 .第 二 列 向 量 和 B, 而 |4| 又 恰 是 图 形 在 仿 射 变换 下 的 
变 积 系数 。 且 公式 (* ) 还 隐 含 了 “任何 不 共 线 的 三 对 对 
应 点 决定 唯一 一 个 仿 射 变换 ”这 一 平面 仿 射 几何 基本 年 
理 。 

(5) 科学 性 原则 。 符号 指 代 的 概念 要 正确 、 无 误 、 户 
格 、 科 学 ,没有 潜在 的 岐 义 ,符号 指 代 什 么 ,也 必须 明日 、 
确切 ,不 可 模棱两可 ,似是而非 。 如 长 期 以 来 ,人 们 对 了 与 
fcz) 一 直 混 清 不 清 , 常 常 将 依 变 元 > 亦 即 f(x) 误 认为 
是 函数 关系 .其 实 ,f 是 对 应 法 则 或 算法 ,f(z) 即 y 是 + 
按 对 应 法 则 f 所 得 的 函数 值 ,y = f(z) 是 3 与 + 间 的 也 
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数 关系 的 一 般 表示 。 将 与 f(x) 混为一谈 , 便 违 反 了 符 
号 选择 的 科学 性 原则 。 

5. 符号 方法 的 应 用 

(1) 符号 逻辑 。 

符号 逻辑 是 符号 方法 的 深入 和 发 展 ,也 是 符号 方法 
应 用 的 重要 方面 , 它 是 以 研究 推理 过 程 的 形式 结构 和 上 典 
范 规律 为 其 主要 内 容 的 ,因而 是 分 析 、 论 断 实 际 问 题 的 有 
力 工具 。 z 

设 P,Q 代表 两 个 陈述 或 命题 ,符号 逻辑 中 采用 一 、 
入 、V 、 一 、<e* 分 别 表 示 “ 非 ”、“ 而 且 ”、“ 或 者 ”、“ 如 果 ， 
es ; 则 ……” 和 “ 当 且 仅 当 ”, 则 可 将 p、Q@ 组 成 五 个 复合 
语句 或 命题 。 

太 ,表示 “ 非 P”, 它 是 P 的 否定 式 ; 

P 人 Q, 表 示 “P 而 且 Q”, 是 PP 与 Q 的 合 取 式 ， 

PV Q, 表 示 “P 或 者 Q”, 是 PP 与 Q 的 析 取 式 ， 

P -> Q, 表 示 “ 如 了 , 则 Q”, 称 为 剖 涵 式 , 意 谓 有 P 就 
有 Q, 亦 即 P 是 QQ 的 充分 条 件 ,Q 是 P 的 必要 条 件 。 

PeoQ ,表示 “P 当 且 仅 当 Q”, 称 为 双向 蕴涵 式 。 意 博 
P 与 QR 互相 列 涵 , 亦 即 了 是 QQ 的 必要 和 是 充分 条 件 , 反 之 QQ 
也 是 书 的 必要 且 充 分 条 件 , 双 向 覃 涵 也 可 记 成 (P 一 已) 
A 人 (QQ 一 P)。 

若 用 T(truth) 和 了 (falsity) 分 别 代表 真 和 假 , 则 复 
合 陈 述 或 命题 的 真 . 假 由 如 下 真 值 表 决定 : 
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以 上 真 值 表 中 其 他 各 项 是 易于 理解 的 ,对 PP 一 Q 的 真 值 
表 的 第 一 、 三 ,四 行 , 我 们 用 以 下 的 例子 来 说 明 它 的 直观 
背景 ,而 已 一 Q 真 值 表 的 第 二 行 是 十 分 显然 的 。 

设 有 命题 : 

如 果 Zz>5, 则 工 盖 2。 和 (x) 
在 数学 推理 中 ,这 是 一 个 真 的 命题 ,其 中 zx 可取 任 意 实数 
什 , 今 分 别 取 (1)z == 6; (2)z 二 3; (3)Z 二 1, 命题 (x) 
为 : / 

(1) 如 果 6 二 5, 则 6 之 2; 

(2) 如 果 3> 盖 5, 则 3>2; 

(3) 如 果 1 放 5, 则 1 二 2。 / 

(1) 是 前 件 . 后 件 均 真 ， 沈 是 页 信 吉 中 的 第 1 行 ; (2) 
是 前 件 假 .后 件 真 ,是 真 值 表 中 的 第 3 行 ;(3) 是 前 件 、 局 
件 均 假 ,是 真 值 表 中 的 第 4 行 。 

对 上 述 逻 辑 运算 符号 ,规定 运算 顺序 依次 为 一 、A、 
V 、~、<>( 顺 序 的 规定 不 唯一 ) 并 可 建立 一 些 答 运算 
公式 ,如 分 配 律 : 

PA(QVR)=PAQVPAER, 

PVQAR= (PVGQ) A (PY R). 

摩根 律 : 

万 KGC=-EVGEVQ=-EAQ。 

”符号 有 逻辑 可 用 于 对 实际 和 理论 问题 的 分 析 与 推断 。 

例 1 治安 案例 分 析 。 

某 市 有 一 公寓 ， 以 前 治安 一 直 很 好 ， 但 近期 常 发 生 失 
窃 事 件 . 警 方 经 调查 终于 查 明 作 案 的 罪犯 是 最 近 迁 来 的 
甲 、Z 两 . 丁 四 人 ,又 查 明 (1) 甲 从 不 单独 作案 ; (2) 乙 、 
丁 都 不 单独 作案 ,但 他 们 分 别 同 甲 一 起 就 要 作案 ;(3) 两 
是 个 惯 偷 ,他 一 进 么 \ 寅 就 要 作 么 。 间 这 公寓 不 发 生 失 逢 案 
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件 时 甲乙 丙丁 四 人 的 情况 。 
设 T 表示 公 帘 发 生 失 鳃 事件 .P.Q、R、S 分 别 表示 
甲乙 、 丙 、 丁 在 公寓 里 , 则 按 问 题 给 定 条 件 有 命题 公式 
RV (PAQYV (PAS)—T, 
应 用 合 取 对 析 取 的 分 配 律 , 得 
RVPA((QYVS)—I1, 
则 T~RVPA (QV S), 
用 摩根 律 化 简 命 题 逻辑 式 ,得 
T~RA (PY QA SS)., 
故 公寓 里 不 发 生 失 窃 案 件 时 ,四 人 的 情况 是 : 丙 不 在 
这 公寓 ,而 且 或 甲 不 在 公 寅 ,或 乙 、 丁 都 不 在 公寓 。 
. 例 2 limj (x) 天 /的 se- 语言 。 
注意 到 在 极限 理论 中 ， limf(z) 一 的 e-6 语言 是 : 
任 给 se> 0, 一 定 存 在 一 个 6 汪 0, 只 要 |zx 一 a| 过 5， 
就 有 |f Cz) 一 直达 6。 亦 可 写成 : 
~ Vee>0—>3606>0A YzClz 一 al<8 
-> |f(z) — 71| < ee))) 
命题 limf(zx) 关 !/ 是 上 述 命 题 的 否 命 题 ， 车 命题 P 的 否 记 
为 一 下 , 则 limf(z) 天 / 即 为 
Vsfg>0 一 了 SG>0AYVYZCZ 一 4 < 一 
|f (x) 一 站 <e)]) 
~—jse~{(e>0>3606>0AYVzr(lr—al<s 
— |f(7z) 一 上 | 到 ee) 
-jsfe>0A~3j por>0AVzCz 一 al<9 一 
fz) — | < 02} : 
(因为 ~(P 一 Q)=PA~Q) 
—~Ie(e>0NMY6~t6>0AYzr(zrz—al<d 
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~ |f(rz) 一 /| < e))) z 
~ efe>0AVY5<0V~Yzr(Ir—al<d-> 
[f(z) — 7 < 0))) 
= 3cee>0NMVe SOoV Ar~ (lz al<? 
— |f(zx) — 7| < e))) 
/ _3jase>oAVvsrs<ov3dzdz al<dA~ 
(|f Cx) 一 1 < EE)))} 

一 ste>>0AYBIG 和 0V3Hjxzdz 一 al 一 和 SA 人 

|f(zx) — /| > ©)))} / 
一 3stke>0AYe8>0o73azGz < 

17z) 一 上 中产 6 

(‘~PVQ=P—>Q) 
据 最 后 一 式 知 ,limf(z) 和 /的 含义 是 : / 

存在 一 个 e> 0， 对 一 切 人 二 0， 必定 存在 ,虽然 
x 一 al 二 5, 但 是 f(z—D! 之 €。 

(2) 符号 方法 的 其 他 应 用 。 

在 数学 问题 的 求解 中 ,正确 、 合 理 使 用 符号 可 使 求解 
过 程 得 到 简化 。 

例如 , 设 有 9 只 茶杯 ， 杯 口 全 部 朝 上 ， 若 将 其 中 6 只 
翻转 过 来 , 称 为 一 次 “运动 ”。 问 是 否 可 经 过 有 限 次 运动 ， 
使 得 茶杯 的 杯 口 全 部 朝 下 ? 

设 将 茶杯 杯 口 朝 上 、 崩 下 的 状态 分 别 用 - 十 1、 一 1 来 
标记 ,这 样 ,每 次 运动 就 是 将 其 中 6 个 数 改 变 符号 , 亦 即 
用 一 1 分 别 去 乘 6 个 数 . 于 是 原 吕 问题 就 成 为 能 否 经 过 有 有 
限 次 运算 将 9 个 十 1 全 部 变 成 一 1。 

考虑 9 个 数 的 乘积 :由 于 每 次 运动 相当 于 将 6 个 数 
各 乘 以 一 1. 而 (一 1) 一 十 1, 故 不 论 经 过 多 少 次 运动 ,9 
个 数 的 乘积 将 保持 不 变 , 从 而 不 能 把 .9 个 十 1 变 为 9 个 
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一 1, 也 就 不 能 使 9 只 杯 口 全 部 朝 上 的 茶杯 变 为 杯 口 全 部 
朝 下 。 

土 述 思考 中 ,我 们 用 数字 符号 二 1、 一 1 分 别 代表 茶 
杯 杯 口 向 上 和 向 下 的 状态 ,并 用 6 个 数 的 乘积 来 分 析 每 
次 运动 的 结果 ,而 获得 了 问题 求解 的 创造 性 方法 。 这 表明 
依据 问题 的 具体 特点 和 条 件 , 引 进 特殊 的 符号 进行 分 析 ， 
常 可 找到 问题 的 创造 性 解法 。 

符号 方法 应 用 的 关键 在 于 对 符号 的 含义 ， 实质 的 确 
切 理解 .切忌 含糊 其 词 ,一 知 半 解 。 

例如 ,了 是 对 应 法 则 , 自 变量 x 取 值 于 正 实数 , 且 满 
足 关 系 式 


f(z) = /| 二 jigz+ 1 
求 f(z)。 : 
在 关系 式 f(z) = f| 士 |lgz 十 1 中 以 去 替代 x, 得 
f| j= f(r) I 地 二 1 
所 以 
/ fw = /| jiez+1= [~ folgz + lez+1 
=— lg‘zf(z) + (gz + 1), / 


从 而 


上 十 lgz 
f (7X) 一 1 十 1g2z” 


”本题 求解 的 关键 是 对 函数 概念 本 质 的 理解 , 因为 
F(z) 表示 自 变 量 z 在 对 应 法 则 了 作用 下 的 函数 值 , 故 在 
已 知 关系 式 中 以 十 代 r, 便 求 得 了 /二 ) 。 又 上 例 中 我 们 
还 看 到 统一 的 短 次 符号 与 对 数 符号 的 联合 使 用 ,使 得 在 
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求 格 的 对 数 时 ,可 直接 应 用 将 笑 指 数 拿 到 对 数 符 号 外 的 
运算 性 质 而 便于 运算 。 

历史 上 ,函数 (function) 一 词 作为 数学 用 语 , 最 早出 
现在 芋 布 尼 效 1692 年 的 论文 中 ,现在 使 用 的 记号 是 殉 拉 
首创 的 。 他 在 1734 年 的 著作 中 , 曾 用 六 二 十 c) 来 表示 二 
十 c 的 函数 。 不 过 欧 拉 的 函数 概念 没有 明确 指 者 出 对 应 法 
则 .他 说 :函数 y = f(z) 是 随手 画 出 来 的 曲线 ,所 表示 
的 是 yy 与 zx 的 关系 ”对 数 符号 ,是 对 数 发 明 者 耐 普尔 
(CNapier) 首先 使 用 的 ， 它 是 “iogarithm( 对 数 )” 一 词 的 缩 
号, 首 见 于 1614 年 耐 普 尔 的 著作 《奇妙 的 对 数 定理 说 
”上 明 》, 耐 普尔 的 著作 发 表 后 , 引起 英国 数学 家 布 里 格 斯 
(H. Briggs) 的 兴趣 ,他 专程 访问 了 耐 普尔 ,并 建议 使 用 
以 10 为 底 的 对 数 , 即 为 今天 的 常用 对 数 。 

以 上 我 们 看 到 了 函数 、 对 数 、 备 次 符号 的 作用 ,它们 
均 不 失 为 优异 符号 的 代表 ,与 此 相对 照 ,中 国 在 “ 辛 交 革 
命 ” 前 不 久 , 还 用 “|L”“ 下 ”分 别 表示 加 、 减 号 ,分 子 在 分 
数 线 之 下 ,分 母 在 其 上 ,字母 用 十 字 天 干 甲乙 、 琴 、 丁 、 
“oe 千 、 癸 和 十 二 字 地 支 子 、 壬 、……、 上 成 、 诡 表 示 英 文中 
的 A、….V;W, 久 .Y.Z 用 天 地、 人 .元 表示 ,如 日本 上 野 
清 著 ,中 国 徐 宪 臣 译 (1905 年 付 印 ) 的 《普通 新 代数 学 教 
科 书 》 中 , 印 有 
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这 样 的 符号 怎样 能 适应 迅速 发 展 的 数学 和 科学 。 
例 3 换 位 问题 。 


设 有 49 位 同学 , 坐 成 7 行 7 列 ,车 每 一 座位 的 前 、` 后 
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左 \ 右 座位 叫做 它 的 “ 邻 座 ”, 问 要 让 这 49 位 同学 中 的 每 

一 位 都 换 到 他 的 邻 座 上 去 ,这 样 的 换 位 方案 能 否 实 现 ? 
问题 中 ,每 一 座位 有 前 、 后 、 左 、 右 四 个 邻 座 , 邻 座 又 

有 和 邻 座 , 情 况 复 杂 , 一 时 难于 入 手 . 但 右 代 用 符号 方法 岂 


考 ,脉络 就 清楚 了 。 设 用 4 与 8 标志 这 49 个 座位 ; 


A 


HH 


A 


此 时 ,对 于 标 4 的 座位 只 有 标 B 的 才 可 能 是 它 的 邻 座 , 反 
过 来 亦 如 此 。 故 换 位 就 是 要 使 4 的 座位 换 到 某 些 妃 上 去 ， 
B 的 座位 换 到 某 些 A 上 去 ,这 实际 就 是 4 与 B 的 座位 之 
间 的 一 一 对 应 问题 ,由 于 两 种 座位 的 总 和 49 是 奇数 , 则 
每 种 座位 的 数目 必 一 奇 一 偶 地 数目 不 等 ,因而 它们 人 不 
能 建立 一 一 对 应 关系 , 故 问题 中 调 位 方案 不 能 实现 。 
例 4 若干 纯 数学 问题 的 符号 使 用 及 其 要 点 。 
”人 @ 符号 的 使 用 要 以 指 代 的 对 象 存在 为 前 提 。 


证 明 :如 果 
Ui 一 v2， 


LA 


丰 市 是 汝 部 


>» HH 
WH 和 mm 
HH 
Hm 


B 


A 


B 


B 


A 


:1 


A 


44 数学 的 思维 方式 
则 有 lima, 一 2。 
证 明 : 设 数列 {a.} 的 极限 为 a, 则 


gi = N24 Va,. 


取 极 限 

lima,,1 = lim 2 十 a,， 
有 a= V2 十 a。 
解 此 方程 ,有 


a 二 2,a 二 一 1( 会 去 )， 
故 

ee 2 
这 里 ,符号 a 指 代 的 对 象 的 存在 是 题 中 首先 要 证 明 的 , 解 
题 中 ,引进 了 尚 需 证 明 其 存在 的 指 代 对 象 的 符号 ,在 逻辑 
上 出 现 了 循环 论证 。 : 

@ 符号 使 用 的 特殊 和 一 般 。 

问题 1: 证 明 A4BC 的 外 心 O、 重 心 G、 季 心 瑟 为 一 
直线 ( 欧 拉线 )。 
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证 明 :1* 选 用 向 量 符号 . 设 BO 交 人 45C 外 接 圆 于 点 
E, 则 AHCE 为 平行 四 边 形 (两 组 对 边 对 应 平行 )( 图 
2. 1(1))。 

x OB+O0C=20D= EC, 

“所 以 OB +OC = A 间 , 故 
OB = O02A+AB = 0A+0B+0DC. 


但 6= 寺 (OA ++08 + 避 WC), 于 是 ,O08 = 306， 

基 OG 五 共 线 , 有明 OG :GH=1:2。 

2 选用 无 穷 远 元 素 符号 ,规定 平面 内 一 组 平行 直线 
确定 唯一 的 无 穷 远 点 ,所 有 无 穷 远 点 的 集合 形成 一 条 无 
穷 远 直线 (图 2. 1(2))。 

由 于 OM /HC;,DO ] 4 万 ,MD // CAh, 亦 即 

OM x HC = P..,DO x AH = WW., 

MD XxX CA = KR... 

在 三 点 形 DOM 和 三 点 形 AHC 中 , 因 ?了 .QR 共 线 ,由 
第 沙 格 道 定 理 知 AD、.HO.CM 共 点 于 G, 亦 即 O、G .五 共 
线 。 

问题 2: 已 知 三 角形 一 边 的 平方 等 于 第 二 边 乘 以 第 
二 ,第 三 边 的 和 , 则 一 边 的 对 角 等 于 第 二 边 对 角 的 2 倍 。 

证 明 ; 引 进 符号 .用 人 A4BC 表示 已 知 三 角形 ,a、b、c 
表示 角 4.B、.C 的 对 边 , 则 原 问 题 化 为 : 

已 知 ez 一 5( 十 c), 求 证 :4 一 2 人 2。 

由 4 十 五 十 C = 180", 知 sinC 二 sin(h 十 B), 故 

a 一 (8 十 c) 一 sin24 = sinB(sinB + sinC) 

-sin24 = sinB(sinB 十 sin(4 十 B)] 
->sin?:A — sin:B = sinB .sin(4 十 已 ) 
—sin(A + B) .sin(A — B) = sinB .sin(A + BbB)., 
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sin(A + B)0,.. sin(A — B) = sinB, 
又 A 一 B 关 180" 一 B, 故 4 一 B= B,; 从 而 4 = 2B， 
符号 的 使 用 , 既 有 一 般 性 又 有 特殊 性 ,如 涉 及 三 角形 
边 、 角 关系 的 定量 问题 ,通常 用 大 写字 母 表示 角 , 相 应 的 
小 写字 母 表 示 边 ,这 样 表 示 , 使 三 角形 中 的 诸 公 式 、 定 理 
都 获得 了 对 称 、 明 了 的 形式 。 如 正弦 定理 : 


0 -一 

sinA sinB sinC” 
余弦 定理 

cz 一 C 十 上 一 2apcosC， 
面积 公式 


1 
S 一 7 absinC 一 2 bcsinA 2 acsinb 


等 ,问题 2 的 符号 使 用 正 是 采用 了 这 种 一 般 方法 。 

符号 使 用 还 需 注意 特殊 性 ,在 不 同 问题 .不 同 思 路 的 
情况 下 ,使 用 的 符号 往往 相 异 。 如 问题 1 分 别 采 用 了 向 量 
符号 和 无 穷 远 元 素 符号 。 相 比 而 言 , 后 者 证 法 简洁 ,但 前 
者 却 给 出 了 三 心 位 置 的 定量 刻画 ,是 后 者 所 不 及 的 。 


2.2 对偶 思维 方式 


对 偶 思 维 方式 是 数学 中 实现 思维 经 济 的 重要 手段 ， 
它 对 数学 理论 的 探索 和 数学 原理 的 刻画 具有 重要 的 意 
1. 对 偶 性 
要 全 下 < 对 候 的 *, 是 指 两 个 具有 相互 依存、 相互 
制约 关系 的 对 象 或 现象 的 概念 ,它们 通常 是 一 一 对 应 成 
对 存在 的 ,对偶 性 是 事物 的 基本 属性 ,因为 任何 事物 往往 
都 处 于 方向 相反 、 作 用 不 同 的 对 立 状态 之 中 , 且 双 方 相互 
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联结 ,相互 依赖 ,各 方 都 以 对 方 为 自己 存在 的 条 件 。 应 
对 偶 短 的 双方 相互 低 存 .成 对 存在 的 关系 于 分 析 明 考 加 
题 的 方式 ,就 是 对 偶 的 思维 方式 。 

”数学 中 , 正 负 数 、 共 轿 复 数 、 亲 和 数 ( 彼 此 等 于 对 方 所 
有 因数 之 和 的 一 对 正 整 数 )、 杰 生 素数 ( 差 为 2 的 相 邻 两 
素数 对 )、 瑟 道 运算 、 互 道 变 换 等 都 是 由 事物 的 对 偶 性 所 
引出 的 研究 课题 ,其 中 有 些 研究 课题 经 久 不 豪 , 如 挛 生 素 
数 对 问题 ,人 们 已 获知 在 小 于 105 自然 数 中 有 1224 对 ,在 
小 于 105 中 有 8164 对 ,在 小 于 3.3 X 10: 中 有 152892 对 。 
有 人 猜测 挛 生 素数 对 的 个 数 是 无 限 的 ,但 至 今 却 不 能 证 
明 。 可 见 对 偶 性 在 数学 思维 中 的 重要 性 。 

2. 对 偶 诛 理 

在 数学 中 , 某 些 对 偶 的 事物 , 虽然 本 身 意义 不 同 , 但 
其 抽象 的 规律 或 性 质 ,不 仅 可 以 一 一 对 应 ,而 且 也 可 能 完 
全 一 致 。 这 样 ,就 有 可 能 使 具有 这 种 性 质 的 两 对 偶 对 象 ， 
建立 起 如 下 的 结构 关系 体系 ,使 在 该 体系 中 ,对 某 一 对 旬 
成 立 的 命题 ,对 其 对 侦 的 对 象 同样 也 成 立 ,这 时 就 说 该 体 
系 实现 了 结构 关系 的 对 偶 化 ,并 说 它们 辣 建立 了 于 仿 吕 
理 。 

(1) 射影 几何 中 的 对 偶 原理 。 

射影 平面 上 的 点 和 直线 ,大 将 点 视 为 基本 元 素 时 ， 直 
线 就 是 点 的 轨迹 ; 反 过 来 , 当 直 线 作 为 基本 元 素 时 ,点 就 
是 直线 的 包 络 .因此 ,射影 平面 上 的 点 和 直线 ,就 其 意义 
和 作用 而 言 ,是 方向 相反 的 一 对 ,它们 相互 联结 ,相互 制 
约 。 射 影 平 面 上 任 一 点 的 齐 次 坐标 (ziyzayzs)(Cz 不 全 为 
零 ) ,与 直线 的 齐 次 坐标 (azsyzs)(xu 不 全 为 零 ) 不 仅 形 
式 相似 ,而且 “直线 通过 成” 了 所 和 站 人 都 表现 出 同 
一 种 抽象 规律 
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(X19T2 9T3) * (UisUs U3) = 0， 
时 

Uzi 十 wy 十 wats 一 0。 

这 样 , 凡 关于 点 和 直线 结合 关系 的 任 一 命题 , 当 将 点 与 直 
线 对 换 时 得 到 一 个 新 命题 .但 这 种 对 换 , 丝 这 也 没有 改变 
抽象 规律 的 本 质 ,因而 新 命题 与 原 命题 具有 相同 的 真 候 
性 . 故 射 影 平 面 上 的 点 与 直线 就 结合 性 、 顺 序 性 等 关系 可 
以 实现 对 偶 化 , 即 射影 几何 中 对 偶 原 则 成 立 。 

例如 ，, 笛 沙 格 (G. Desargues) 正道 定理 L1 3 
是 对 偶 的 , 且 同 为 真 : 

[1] 如 果 两 个 三 点 形 对 应 六 顶 点 的 连 线 共 点 ， 则 它们 
对 应 边 的 交 扣 共 线 ; 

[1]" 如 果 两 个 三 线形 对 应 边 的 交 忌 其 线 ， 则 它们 对 
应 顶点 的 连 线 共 点 。 

这 里 , “三 点 形 ” 与 “三 线形 ”对 偶 ,“ 对 应 顶点 的 连 
线 ” 与 “对 应 边 的 交点 ”对 侦 ,“ 共 点 ”与 “ 共 线 ”对 侦 。 知 
道 了 这 些 关系 ,不 难 从 [1] 得 L1】 ,或 从 [1j” 得 [1j.. 需 要 
说 明 的 是 “三 点 形 ” 与 三 线形 ”前 者 着 眼 于 点 ,点 作为 基 
本 元 素 , 后 者 着 眼 于 线 , 线 作为 基本 元 素 .其 实 是 一 回 事 ， 
均 指 三 角形 ,不 过 这 里 所 说 的 三 角形 ,不 是 欧 氏 平面 的 三 
角形 ,而 是 射影 平面 的 三 角形 ,其 顶点 允许 为 无 穷 远 点 。 

”又 如 , 非 退 化 二 次 曲线 既 可 作为 点 的 轨迹 的 点 曲线 ， 
又 可 作为 直线 包 络 的 线 曲 线 ,与 一 个 简单 六 点 形 和 非 退 
化 二 次 曲线 内 接 的 问题 相对 应 的 ,就 是 一 个 简单 六 线形 
与 非 退 化 二 次 曲线 外 切 的 问题 .如 下 的 [2] 和 [2j" 也 是 
对 偶 的 , 且 同 为 真 : 

[2] 巴 斯 加 (B. Pascal) 定理 : 内 接 于 非 退化 二 次 曲 
线 的 简单 六 点 形 三 对 对 边 的 交点 共 线 。 
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[2j" 布 列 安 桑 (C.J. Brianchon) 定理 :外 切 于 非 退 
化 二 次 曲线 的 简单 六 线形 三 对 对 顶 的 连 线 共 点 。 

这 里 的 简单 六 点 ( 线 ) 形 是 指 六 个 (条 ) 点 ( 线 ), 其 中 
无 三 者 共 线 (点 ) ,及 它们 顺 次 两 两 的 连 线 ( 交 点 ) 所 成 的 
图 形 。 

(2) 布尔 代数 中 的 对 偶 原 理 。 

如 果 一 个 集合 M 中 至 少 含有 两 个 不 间 的 元 又 CE19C2， 
并 且 在 其 上 定义 了 一 个 一 元 运算 “” 和 两 个 二 元 运算 
名, 虽 , 这 三 种 运算 在 M 上 都 封闭 , 且 满 足 如 下 的 运算 规 
律 : 

l"” (Yz)CYy) [z 四 >=> 申 zj]， 

(V TV y) [zy = yOr)j; 


(两 个 运算 是 可 交换 的 ) 
2° (Y z)(Yy)CVz) [ze Bz) = (zOy) 由 
(z@z) ]， 
(V XT)(V WYVz) [x PB YOz) = (rx 由 
y)OCz 中 z)] 


(运算 四 、@ 的 任何 一 个 ,关于 另 一 个 是 分 配 的 ) 
3° (VY 7) [z 四 eo 一 z],(CYZz)LzOes = zj 
(el 是 关于 由 的 单位 元 ,ez 是 关于 所 的 单位 元 ) 
4。(VYz)(G3 x) [rT Br = esj, 
(VY zx)(3 x') [rxOr' = ej 

(符号 VY .了 分 别 表示 “任意 ”和 “存在 ”) 
则 称 M 为 一 般 的 布尔 代数 系统 。 在 布尔 代数 中 ,如 果 将 
和 定理 中 的 由 、@ else: 依次 更 换 为 @， 外 ,ezyel ,得 到 的 定 
理 是 原 定理 的 对 偶 定理 ,车 原 定理 为 真 , 则 对 侦 定 理 亦 
真 , 即 对 偶 原 理 在 布尔 代数 中 成 立 。 

例如 :4 四 (4@B) = A 外 B 的 证 明 是 ; 


CC 的 时 维 六 式 


AD (A'OB) EA A OUDBB) 
=e,O(AODB) 
=(A OD B)Oe, 
AODB, 
其 对 偶 定 理 为 
4Q@(4 DB) = AOB, 
其 证 明 过 程 也 只 要 将 四 .@ ei.e: 相应 换 成 @、 巾 、 
€2 Ci 即 可 。 
AO(A' BB)=E=(A0A) 四 (4@B) 
Se D(AOB) 
=(A©B) Da 
AOB. 
(3) 线性 规划 中 的 对 偶 原 理 。 
线性 规划 中 的 一 个 最 大 (小 ) 值 问题 ,相应 地 存在 着 
一 个 特定 的 包含 同样 数据 的 最 大 (小 ) 值 ,用 数学 语言 刻 
画 ， 妈 两 个 线性 规划 LP 与 LP* (LP* 即 Linear 
programming , “线性 规划 ”简称 ): 


LP LP* 
naxS 一 C 及 minW =— BY 
AX 三 B AY 宇 C 
和 之 0 了 之 0 


其 中 ,C. 了 是 n XxX 1 和 窍 阵 ,Y.B 是 m X 起 降 ， A 是 mX 
n 矩阵 ,7 为 矩阵 转 置 符号 。 

若 LP 与 LP* 之 中 一 个 有 解 ， 日 这 个 解 是 有 限 的 , 则 
另 一 解 也 存在 , 它 也 是 有 限 的 ,而 且 maxS 二 minW 。 

对 偶 原 理 除 以 上 所 述 内 容 外 ,在 偏 序 集 、 布 尔 代 数 、 
” 格 论 . 范 畴 论 、 对策 论 和 伽利略 非 欧 几何 中 也 都 成 立 ,这 
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电 不 再 赣 述 。 
“3. 对 偶 思 维 的 渊源 及 其 功能 

历史 上 , 对 对 偶 思 维 的 重视 起 始 于 射影 几何 .19 世 
纪 ,几何 学 家 们 发 现 , 涉 及 平面 图 形 的 定理 ,如 果 把 ”点 
换 成 “ 线 ”,“ 线 ” 换 成 “点 ?”, 重 述 一 过, 不 但 话 倍 得 通 ,而 
旧 同 样 正 确 。 法 国 数学 家 彭 赛 列 (J.V. Poncelet) 首先 对 
此 作 了 研究 ,他 将 这 种 现象 的 原因 归结 于 二 次 曲线 的 极 
点 和 极 线 间 的 一 种 对 应 关系 。 在 1882 年 的 《4 论 图 形 的 射 
影 性 质 》 和 在 1824 年 的 《 论 配 极 的 一 般 理论 》 中 ,他 给 出 
了 极点 和 极 线 相互 变换 的 一 般 表 述 ,并 以 此 建立 了 许多 
定理 .不 过 ,他 这 样 建立 的 对 偶 原 理 需 要 一 个 圆锥 曲线 来 
作 * 中 介 ”, 具 有 某 种 局 限 性 。 突 破 这 种 局 限 性 的 是 奇 尔 交 
尼 (J. D. Gergonne)。 他 认为 ,对 侦 原 理 是 个 普遍 原理 ,后 
用 于 除 涉及 度量 性 质 外 的 一 切 陈述 和 定理 ,不 需要 什么 
中 间 支 撑 物 “对 偶 性 ”一 词 就 是 首先 由 他 引进 的 ,用 以 
表示 一 定理 和 由 此 对 换 点 、 直 线 得 出 的 新 定理 间 的 关系 。 


他 还 发 明了 将 成 对 侦 的 定理 分 写 在 左右 两 旁 的 方法 ,一 


直 沿 用 至 今 .但 吉尔 岗 尼 没 有 给 出 他 的 观点 的 充分 理由 
和 有 力 证 据 。 后 来 , 儿 何 学 家 们 展开 的 讨论 完全 型 清 了 这 
一 问题 ,尤其 是 普鲁士 的 几何 学 者 普 吕 克 (J. Plicker) 于 
1829 年 创立 了 线 坐 标 , 从 而 为 对 偶 原理 给 出 了 精妙 的 代 
数 证 明 .。 这 样 ,对 偶 不 依赖 于 中 介 的 圆锥 曲线 的 问题 也 惑 


- 相应 获得 解决 .在 对 偶 原理 认识 的 历史 上 ,有 意识 地 通过 


使 用 对 偶 原理 来 发 展 射影 几何 的 当 推 瑞士 数学 家 斯 太 纳 
(J. Steiner) ,他 把 圆锥 曲线 对 偶 化 ,得 到 了 一 种 称 为 线 曲 
线 的 新 结构 而 发 现 了 大 批 定理 ,从 而 使 他 有 李 成 为 历史 
上 有 过 伟大 贡献 的 综合 几何 学 者 .值得 指出 的 是 ,19 世 
纪 末 至 20 世纪 初 发 展 起 来 的 公理 化 方法 ,为 人 们 从 自 对 
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偶 公 理 组 的 角度 来 建立 射影 几何 体系 从 而 获得 这 一 原理 
的 逻辑 证 明 , 对 加 深 对 偶 原理 的 认识 其 作用 是 不 可 估量 
的 。 

对 偶 原 理 对 射影 几何 发 展 的 重要 推动 作用 促使 人 们 
思考 :在 其 他 数学 领域 能 否 建立 相应 的 原理 ?后 来 ,在 格 
论 .布尔 代数 、 偏 序 集 .范畴 论 、 线 性 规划 、 偶 氏 非 欧 几 何 
等 数学 分 支 中 都 建立 起 了 对 偶 原 理 。 数 学 发 展 的 历史 表 
明 ,借助 对 偶 方 法 ,我 们 不 仅 可 以 得 到 新 概念 .新 对 象 ,而 
且 还 可 以 得 到 新 定理 (对 象 的 属性 和 联系 等 ) .因此 ,对 侦 
方法 有 发 展 数学 理论 的 功能 ,从 而 它 具 有 真 善 的 特点 。 由 
于 对 偶 明 显 地 具有 简化 理论 的 功能 ,正如 数学 家 Jrri 
Adamek 以 范畴 为 例 所 指出 的 “对 偶 范 酶 的 概念 的 重要 
性 在 于 , 它 使 得 我 们 有 可 能 实现 关于 范畴 的 每 一 个 概念 
和 定理 的 “ 双 化 2”。03?] 因而 它 义 具有 美的 特点 , 故 对 侦 方 
法 是 一 个 真善美 的 统一 体 。 

4. 对 侦 方 法 的 应 用 

(1) 应 用 事物 的 对 假 性 进行 数量 关系 的 分 析 。 

在 处 理 数量 关系 的 问题 时 ,应 用 事物 的 对 侦 性 分 析 
问题 ,往往 可 使 问题 得 到 简化 。 

有 15 米 、20 米 两 种 。 若 这 环形 公路 上 水 平公 路 与 有 坡 公 
路 的 段 数 相 等 , 则 车 站 的 数目 必 是 4 的 倍数 。 

因为 公路 是 环形 的 ,所 以 车 站 数 必 等 于 公路 的 段 数 。 
又 公路 的 水 平 段 数 等 于 有 坡 的 段 数 , 设 其 段 数 为 &. 则 环 
形 公路 的 总 段 数 为 24, 注 意 到 有 坡 公路 由 上 坡 段 \ 下 坡 
段 组 成 , 故 有 坡 公 路 段 数 必 为 偶数 ,中 有 == 2 所 以 ,总 段 
煞 [ : z 

28 = 2(2n) 一 dn, 


二 “数学 的 基本 思维 方式 53 


它 是 4 的 倍数 ,从 而 车 站 数目 亦 是 4 的 倍数 , 故 问题 得 


平时 在 日 常生 活 中 ,利用 对 偶 概 念 思考 问题 的 例子 
是 很 多 的 .例如 ,“ 上 楼 ”和 “下 楼 ”是 对 偶 的 .一 人 上 楼 时 
跨 过 某 一 台阶 ,那么 他 下 楼 时 必须 还 得 跨 过 这 一 台阶 。 因 
此 ,这 人 上 楼 时 跨 过 的 台阶 数 必 等 于 下 楼 时 跨 过 的 台阶 
数 。 从 而 他 跨 过 楼 梯 的 阶 数 必 为 偶数 ,这 个 事实 的 抽象 就 
是 下 面 的 计数 定理 ; 设 4、B 两 个 有 限 集 合 , 如 果 其 元 素 
闻 能 建立 起 一 一 对 应 , 则 这 两 集合 元 素 的 和 必 为 偶数 。 

以 上 就 是 利用 对 偶 思 想 通过 有 坡 公 路 段 的 上 坡 段 各 
下 坡 段 的 对 偶 性 推 得 其 段 数 为 偶数 ,从 而 证 得 了 结论 。 

类 似 于 本 题 的 方法 ,还 可 证 明 : 若 自然 数 不 是 平方 
数 , 则 Vn 的 全 体 正 因 数 的 个 数 必 是 偶数 .这 是 因为 ,n 
不 是 平方 数 , 则 Vn 必 不 是 正 整 数 ,又 设 是 的 一 个 正 
因数 (x = 已 ) , 则 或 者 有 之 Vn ,或 者 k 二 Yn。 

wk>Vn Hl =n/k<n/vn = vn; 

kVNANH =n/k>n/vVn = vn, 
这 说 明 ,如果 # 有 一 个 大 于 v 2” 的 正 因数 , 那 它 必然 也 有 
一 个 小 于 V7 的 正 因数 , 即 n 的 大 二 Vn 与 小 于 Yn 的 
正 因数 可 配对 ,于 是 知 的 正 因数 个 数 是 偶数 。 

(2) 利用 对 偶 原 理 探索 未 知 定理 和 求解 问题 。 

例 1 探索 几何 新 定理 。 

射影 几何 中 的 对 偶 原理 可 以 帮助 我 们 探索 未 知 的 几 
何 定 理 ,比如 ,已 知 定理 :“ 三 角形 各 顶点 与 该 三 角形 内 切 
圆 在 对 边 切 点 的 连 线 共 点 “[1]( 图 2.2(1))。 

这 时 ,我 们 应 用 对 倡 原理, 将 “* 圆 内 切 于 三 角形 ”的 
关系 对 偶 为 “ 圆 外 接 于 三 角形 ”“ 顶 点 ” 换 为 “ 边 ”， 对 
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边 ” 换 为 “对 顶 *,“ 切 点 ” 换 为 “切线 ",“ 共 点 ” 换 为 “ 共 
线 ”, 便 得 对 偶 命题 :* 三 角形 各 边 与 该 三 角形 外 接 圆 过 对 
顶 的 切线 的 交点 共 线 .>C1 (图 2. 2(2)) 


图 2. 2 


已 知 前 一 命题 为 真 , 故 本 命题 亦 为 真 ,从 而 获得 了 新 
定理 ,在 后 一 定理 的 结论 中 , 共 线 的 三 点 中 ,可 能 都 是 有 
穷 远 点 ,也 有 可 能 有 一 个 或 两 个 (从 而 三 个 ) 无 穷 远 点 。 
显然 ,内 接 三 角形 在 等 腰 时 ,三 点 中 有 一 为 无 穷 远 点 ;在 
等 边 时 ,三 点 均 为 无 穷 还 点。 

事实 上 ,51] 是 布 列 安 桑 定理 的 特例 .这 时 图 的 外 切 
六 线形 aabbcc 退化 成 外 切 三 线形 ,从 而 对 顶 连 线 便 退 化 
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为 项 点 与 对 边 切 点 的 连 线 ,应 用 布 列 安 迷 定理 便 得 
bc Xaa= ADca X bb = BE\ab Xcee = CF 共 点 。 
而 C1)* 则 是 巴 斯 加 定理 的 特例 .因为 这 时 的 圆 内 接 六 点 

形 为 44BBCC, 则 44.、 BBCC 便 是 过 4A、B.C 的 圆 的 切 
线 . 这 样 ,44 xX BC=D,AC X BB 二 E.ABXCC=F 
三 点 共 线 ,其 中 ,44.、BB.CC 是 过 4、B.C 的 圆 的 切线 。 

例 2 ”空间 线 , 面 位 置 关 系 的 内 部 联系 。 

立体 几何 中 直线 与 直线 、 直 线 与 平面 平面 与 平面 的 
位 置 关 系 , 内 容 众 多 ,初学 者 不 易 掌 握 。 如 何 从 内 容 众 多 
的 几何 定理 中 理 出 头绪 ,能 否 使 用 类 似 于 对 偶 的 方法 , 注 
意 到 一 直线 的 方向 可 用 其 方向 矢量 表征 ,而 平面 的 方 问 
也 可 借助 其 法 矢量 表征 。 设 以 非 零 矢量 a、2 表示 空间 直 
线 的 方向 矢量 ,或 平面 法 矢量 , 则 矢量 等 式 

~ a= ko 0), 中 

2。p 一 0， © 
几何 意义 是 : 当 a.2 均 是 直线 的 方向 矢量 ,或 平面 的 法 天 
量 时 ,@ 表示 两 直线 平行 ( 含 重合 ) 或 两 平面 平行 ( 含 重 
合 ) 的 充 要 条 件 ;@) 表示 两 直线 垂直 或 两 平面 垂直 的 充 
要 条 件 。 而 当 &、2 一 矢量 是 直线 的 方向 矢量 , 另 一 是 平面 
法 矢量 时 ,Q@ 是 直线 与 平面 垂直 的 充 要 条 件 ,@) 是 直线 
与 平面 平行 ( 含 直线 在 平面 内 ) 的 充 要 条 件 。 亦 即 矢量 等 
式 @) 和 包含 了 直线 与 平面 相互 关系 的 各 种 情况 , 据 
此 ,可 设计 对 偶 原理 ,注意 到 对 于 某 一 矢量 等 式 , 当 改变 
其 矢量 含义 ,例如 za 原 代表 直线 方向 矢量 现 改 为 平面 法 
矢量 时 , 则 在 几何 上 相当 于 将 此 直线 改 为 平面 , 且 同 时 将 
与 此 直线 的 平行 垂直 关系 改 为 与 调换 后 的 平面 的 与 下 斗 
行 关 系 。 从 而 有 : 
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若 将 两 重合 直线 (平面 ) 看 成 是 两 平行 直线 (平面 ) 
的 特殊 情况 ,把 直线 在 平面 内 看 成 直线 与 平面 平行 的 特 
殊 情 况 , 则 直线 、 平 面 的 垂直、 平行 关系 中 存在 着 如 下 对 
偶 原理 : : | | | 
把 命题 中 某 一 直线 (平面 ) 换 以 平面 (直线 ), 同 时 把 
与 这 一 直线 (平面 ) 有 关 的 平行 (垂直 ) 关系 换 以 垂直 ( 平 
行 ) 关系 ,所 得 的 命题 同 真 伪 。 

例如 : 设 Li、i 为 三 直线 ,a 为 一 平面 。 


nN! 直线 ! 换 成 平面 “ a Ta 
1 1 ol 
1 // 1 人 | 与 1 相关 的 "平行 ” 换 成 " 宣 吉 ”| La /4 


两 命题 同 真 。 

又 如 : 
人 平面 8 换 成 直线 1 
点 ,由 一 -一 一 一 
平面 a 使 </ 8 | 二/ 和 成 < 了 让 w 
两 命题 亦 同 真 。 


例 3 ”生产 中 的 最 大 利润 。 z 

设 某 工厂 安排 生产 1 、1 两 种 产品 ,这 些 产品 分 别 
要 在 甲 . 乙 、 丙 、 丁 四 种 不 同 的 设备 上 加 工 , 按 工艺 要 求 产 
品 1 、I 在 各 设备 上 需要 加 工 的 台 时 数 及 各 台 设 备 在 一 
个 计划 时 期 内 提供 的 有 效 台 时 数 ,如 下 表 : 


I 2 1 4 0 
有 2 2 0 4 
有 效 台 时 | 12 8 16 12 


该 工厂 每 生产 一 件 产品 1 可 得 利润 2 元 ,每 生产 一 
件 产品 【 可 得 利润 3 元 . 问 应 如 何 安排 生产 计划 ,才能 
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获得 最 多 利润 ? 若 工厂 考虑 不 进行 生产 而 把 全 部 可 利用 
资源 出 租 给 其 他 企业 ,怎样 确定 合理 价格 ? 
解 :用 zi、zs 分 别 表示 产品 1 、I 的 产量 ,S 元 为 利 


润 , 则 线性 规划 模型 为 : 
LP.maxS 一 CX 
AX 三 B 
X 之 0 
2 2 12 
2 TI 1] 2 8 
其 中 ,C 一 国民 a = | ol 一 6 
0 4 12 


亦 妈 :maxs 一 2z 十 372， 
z 2X1 十 2X, 三 12， 
Xl 十 2x; 夺 8， 
4X1 二 16， 
4x; < 12， 
zi 之 0(4 一 1,2)。 
现 考虑 从 相反 角度 提出 问题 . 设 yy、 分 别 表 
示 设 备 甲 、 乙 .两 . 丁 每 台 时 的 租赁 价格 。 由 于 每 生产 一 件 
产品 工 可 得 利润 2 元 , 故 将 产品 工 的 设备 台 时 用 于 外 加 
“工时 所 得 的 加 工 费 不 应 少 于 2 元 ,否则 宁可 生产 1 ,于 是 
有 
2y 十 y% 十 4ys- 之 2。 
同样 有 
2y 十 2y 十 4y 之 3。 
用 于 外 加 工时 总 收入 
W = 12y 十 8y 十 160y3 十 cy4， 
旦 定价 时 不 能 任意 抬 高 价格 , 故 在 满足 大 于 或 等 于 生产 
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LI 、I 产品 利润 的 条 件 下 ,应 尽量 降低 价格 , 才 会 有 单位 
来 加 工 , 所 以 要 求 W 有 最 小 值 ,于 是 得 到 
minW 一 12y 十 8y 十 16y3 十 2y4， 
2y 十 yz 十 4ys 之 2， 
|» 十 2ys 十 4y 之 3， 
yj; 宇 0 (j= 1,2,3,4), 
BN LP’* .minW = B’Y 
4 了 之 C 
Y 之 0 
1 
其 中 ,Y 二 | “| ,4.B、C 同 上。 


YY3 


显然 LP 与 LP* 为 对 偶 线 性 规划 。 
LP 问题 在 点 (4,2) 上 有 最 优 值 ,其 最 优 值 为 maxe 
一 9X 4 十 3X?= 二 14( 图 2.3), 故 LP*' 的 最 优 值 minW 
= 14。 
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“ 2.3 构 和 运 性 思维 方式 


”构造 性 思维 方式 是 数学 中 一 种 重要 的 创造 性 思维 方 
式 , 它 对 数学 理论 的 创造 .发 展 和 数学 问题 的 解决 都 具有 
重要 意义 ,因为 构造 本 身 就 是 一 种 从 无 到 有 的 创造 。 

1. 构造 性 方法 的 含义 

通常 数学 中 的 所 谓 构造 性 方法 ,是 指 概念 和 方法 按 
固定 的 方式 在 有 限 步 又 内 能 进行 定义 或 得 以 实现 的 方 
法 。 这 种 方法 的 基本 特征 是 ， 

1° 描述 的 直观 性 . 即 对 讨论 的 对 象 能 进行 较为 直观 

2" 实现 的 具体 性 。 即 不 只 是 判明 某 种 解 的 存在 性 ,而 
且 要 实现 具体 求解 。 

与 非 构 造 性 方法 相 比 较 , 如 同 美 籍 华 人 王 浩 教授 所 
指出 的 ,前 者 是 “做 的 数学 ”(mathematics of doing), 后 
者 是 “在 的 数学 ”(mathematics of being) 5 。 

例如 ,中 国 古 算 中 ,用 “更 相 减 损 术 ” 求 “ 等 ”的 方法 
就 是 一 种 构造 性 方法 。 这 里 的 “等 ”, 即 是 两 整数 的 最 大 公 
约 数 ,其 求法 ,《 九 章 算术 》* 约 分 术 ” 指 出 :“ 以 少 减 多 ,更 
相 减 损 , 求 其 等 也 。” 如 24 与 15 的 等 是 3, 就 是 按 下 述 方 
法 求 得 的 : | 

[24,151.—> [9,151 -> [9,6]—> [3,61] — [3,3] 

其 原理 是 ,在 运算 过 程 中 ,整数 逐步 减 小 ,但 “等 ” 却 始终 
不 变 , 由 于 这 种 “更 相 减 损 ” 术 ,总 可 在 有 限 步 “更 相 减 
损 ” 的 过 程 中 把 等 求 出 , 故 它 是 一 种 构造 性 方法 。 

又 如 , 求 一 元 二 次 方程 ax? 十 bz 十 c 二 0 的 根 ,可 按 
求 根 公式 在 有 限 步 又 内 通过 四 则 运算 和 乘 方 . 开 方 运算 
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将 它 求 出 来 , 故 它 亦 是 构造 性 方法 。 

与 这 种 方法 相 区 别 的 ,如 连续 函数 性 质 的 中 间 值 定 
理 ;“ 设 f(x) 在 [a, 刀 上 连续 ,并 且 /Fe) . Fo) < 0, 则 存 
在 一 个 c(a 二 c 二 使 得 f(c) = 0。” 数 学 分 析 中 的 证 明 
方法 是 :通过 反 证 法 证 明 c 的 存在 性, 它 并 没有 给 出 一 个 
能 行 过 程 使 之 在 有 限 步骤 内 将 这 个 e 的 存在 确定 地 构造 
出 来 , 故 这 样 的 方法 是 一 种 非 构造 性 方法 。 

2 构造 性 方法 的 渊源 与 作用 

构造 性 方法 自 数学 产生 之 日 起 就 相伴 而 产生 了 .但 
将 它 明确 提出 ,以 至 把 它 推 向 极端 ,并 致力 于 这 一 方法 研 
究 的 ,与 数学 基础 的 直觉 派 有 关 。 直 觉 派出 于 对 数学 “可 


“信人 性 ”的 考虑 ,提出 了 诸如 “存在 必须 是 锌 构造 ”等 口号 ， 


主张 “定义 应 当 包括 由 有 限 步骤 所 定义 的 对 象 的 计算 方 
法 ,而 存在 性 的 证 明 对 于 要 确立 其 存在 的 那个 量 , 应 当 许 
可 计算 到 任意 的 精确 度 ”.0" 亦 即 认为 “定义 和 证 明 都 必 
须 是 构造 性 的 >。 诚 然 直 觉 派 在 哲学 观点 上 是 片面 的 ,但 
他 们 对 数学 中 构造 性 方法 的 具体 研究 当 加 以 肯定 .近代 
数学 构造 性 方法 经 历 从 直觉 数学 到 算法 数学 再 到 现代 构 
造 数学 的 发 展 , 离 不 开 直觉 派 的 努力 。 
”构造 性 方法 的 作用 ,突出 地 表现 在 它 的 创造 价值 和 
应 用 价值 上 .因为 它 “ 侧 重 于 思维 的 构造 性 实践 ”, 亦 即 注 
” 重 于 获得 结果 并 将 取得 的 结果 构造 出 来 ,因而 具有 明显 
的 应 用 价值 ,尤其 现代 计算 机 的 发 展 ,使 这 种 应 用 价值 更 
为 突出 .同时 ,要 获得 种 种 结果 的 构造 绝 非 易 事 , 它 本 身 
就 是 一 种 创造 。 故 构造 性 方法 具有 突出 的 创造 价值 和 应 
用 价值 。 和 / 
”但 在 强调 构造 性 方法 的 同时 ,不 能 忽视 非 构 造 性 方 
法 ,它们 是 相辅相成 的 ,对 此 , 胡 志 华 曾 有 过 一 段 十 分 精 
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” 辟 的 论述 ,他 指出 ;“ 构 造 性 数学 总 是 自觉 或 不 自觉 地 在 
非 构造 性 数学 的 原则 下 进行 研究 和 探索 ;而 非 构 造 性 数 
学 中 又 总 存在 着 构造 性 数学 的 因素 , 纯净’ 的 非 构造 性 
数学 是 不 存在 的 .在 非 构造 性 数学 的 研究 中 ,构造 性 成 分 
越 多 的 部 分 往往 对 自身 的 发 展 也 越 有 意义 。”] 例如 ,要 
使 计算 机 为 人 服务 ,就 必须 使 数学 规律 计算 化 、 算 法 化 ， 
就 要 研究 计算 数学 ,研究 构造 性 数学 。 但 是 ,研究 用 计算 
机 来 做 事 的 可 能 性 、 有 效 性 、 可 行 性 以 至 局 限 性 ,又 非 进 
入 非 构造 性 的 研究 不 可 。 

3. 中 国 古 算 的 构造 性 特征 

中 国 古 算 具 有 鲜明 的 构造 性 特征 。 在 数学 起 源 问题 
上 ,有 所 谓 “ 河 出 图 , 洛 出 书 ,圣人 则 之 ”的 传说 ,所 谓 
“ 洛 书 ”, 即 为 今 之 三 阶 幻 方 , 它 具 有 美妙 的 结构 :1 至 9 九 
个 自然 数 构成 的 纵 、 横 、 斜 三 数 之 和 均 为 15。 这 种 幻 方 ， 
和 诸如 点 、 线 . 面 . 体 之 类 的 几何 对 象 不 同 ,在 现实 中 是 找 
不 到 它 的 原型 的 .虽然 ,数学 起 源 河 图 、 洛 书 之 说 纯 属 无 


> 


2 


洛 书 图 

图 2.4 
稽 之 谈 , 但 作为 心灵 创造 的 幻 方 一 一 洛 书 (图 2. 4) 最 早 
出 现在 中 国 ,确实 显 示 了 中 国 传统 数学 的 构造 性 特点 和 
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中 算 家 的 卓越 创造 才能 。 

构造 性 数学 的 特点 在 于 它 是 从 无 到 有 的 发 明 ,中 算 
家 构造 的 十 进位 位 值 制 记 数 法 和 线性 方程 组 的 筹码 图 
阵 , 就 是 这 种 美妙 发 明之 一 .例如 ,《 九 章 算术 》 卷 8 第 一 
问 是,“ 今 有 上 禾 三 秉 . 中 禾 二 秉 、. 下 禾 一 秉 , 实 三 十 九 斗 ; 
上 禾 二 秉 , 中 禾 三 秉 、 下 禾 一 秉 , 实 三 十 四 斗 ; 上 禾 一 秉 、 
中 禾 二 秉 .下 禾 三 秉 , 实 二 十 六 斗 . 间 上 、 中 ,下 禾 实 一 科 
各 几何 ?” 


| || | 
人 | 
= 本 三 川 一 丽 
2. 5 
其 术 昌 :“ 置 上 禾 三 秉 , 中 禾 二 秉 、 下 禾 一 秉 , 实 三 十 
九 斗 于 右 方 , 中 左 禾 列 如 右 方 。” 按 《 九 章 算 术 》 的 这 段 术 
文 用 筹码 数字 记录 下 来 为 图 2. 5。 即 是 现代 数学 中 的 秆 
阵 ,用 以 表示 “方程 ,即今 之 线性 方程 组 (* ): 
3 十 2y 十 zz 二 39， : 
[tt : (Cx) 
TX 十 2y 十 3z 二 26 
在 处 理 不 尽 方 根 问题 时 , 间 微 与 十 希腊 学 者 不 同 ， 希 


腊 人 在 证 明了 无 理 数 V2 存在 以 后 ,就 此 止步 ,而 中 算 
家 不 仅 “ 以 面 命 之 ”, 承 认 不 尽 根 的 合法 地 位 , 刘 微 更 用 十 
进 分 数 无 限 通 近 它 ,这 与 近代 西方 以 无 穷 小 数 来 表示 实 
数 ,已 是 一 衣 带 水 ,表现 出 强烈 的 构 咨 性 倾向 。 
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在 几何 上 ,中 算 家 通过 巧妙 的 构图 ,将 几何 量 之 间 的 
内 在 联系 呈现 在 人 们 面前 ,从 而 实现 了 定理 、 公 式 的 证 
明 , 其 智慧 集中 反映 在 数学 对 象 的 构造 上 .其 中 , 刘 征 更 
有 发 展 。 他 对 “ 件 合 方 盖 ” 的 发 明 , 球 体积 公式 的 发 现 和 
刘 徽 原理 的 证 明 等 都 是 这 种 智慧 的 杰出 表现 。 

总 之 ,中 国 古 算 着 眼 于 问题 的 求解 , 算 家 以 设计 出 尽 
量 简单 的 程序 来 求 出 其 解答 为 目标 ,一 般 不 考虑 解 的 唯 
一 性 等 问题 .在 几何 问题 的 处 理 上 ,并 不 追求 逻辑 论证 的 
完美 ,而 是 赁 夭 巧 妙 的 构图 进行 “ 析 理 ”, 以 达到 论证 的 目 
的 ,这 些 都 充分 表现 了 中 国 古代 传统 数学 的 构造 性 特色 。 

4. 幻 方 与 魔 阵 的 构 准 

作为 构造 性 方法 应 用 之 例 ,我 们 来 考察 幻 方 与 魔 阵 
的 构造 。 

一 个 丸 阶 幻 方 是 指 将 下 个 正 整 数 1,2,3,… ,nr 排 成 
的 一 个 n Xn 方 阵 , 且 使 每 行 每 列 、 每 斜 对 角 线 上 各 数 
之 和 均等 于 同一 数 S。S 称 为 幻 方 的 幻 和 。 易 于 证 明 , 如 果 
n 阶 幻 方 存在 的 话 , 它 的 幻 和 必 为 | 

S 一 n(n 十 1) D 


事实 上 ， 没有 组 成 阶 幻 方 的 到 个 正 整数 ， 它们 成 等 
差 数列 ,a 是 首 项 ,公差 为 d, 则 幻 和 

SS= 74 十 “lg. 
取 a = 一 ld 一 1 时 ， 

二 "et 1) 

当 nC 3,4,5,6,7,8， 纠 和 分 别 为 15,34,65,1]|}， 
1]75,260。 

“ 洛 书 ”作为 三 阶 幻 方 ,古人 称 为 纵横 图 .其 构造 方 
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法 ,我 国 宋代 杨辉 的 《 续 古 搞 奇 算法 》(1275) 卷 一 “纵横 
图 ”中 记载 道 “ 洛 书 : 九 子 斜 排 , 上 下 对 易 , 左 右 相 更 ,四 
维 挺 出 , 载 九 履 一 , 左 三 右 七 ,二 四 为 肩 ,六 八 为 足 .” 也 
即 首先 把 1,2,3,… ;9 斜 排 成 (1) 的 斜 直线 三 排 ， 然后 上 
下 导 萄 ， i 便 得 洛 书 图 。 : 


| 
ni | slrle. 


(1) ~ (92) 
这 个 方法 可 以 推广 至 任 的 厅 阶 才 方 车 nn 是 奇数 ， 
则 可 把 1,2,…,n? 这 些 数 斜 排 成 # 列 ,然后 把 在 中 间 的 
Xn 阶 方 降 以 外 的 部 分 进行 < 上 下 对 易 ,左右 相 更 ”这 种 
对 易 和 相 更 是 把 正方 形 外 的 数 分 别 平移 到 正方 形 内 的 相 
对 位 置 上 ,以 制作 五 阶 幻 方 为 例 , 先 作 5 X 5 格 的 正方 形 
和 每 边 移 外 凸 的 四 个 格子 ,如 (1)。 自 最 上 格 起 将 1 至 25 
分 五 排 沿 斜 线 填 在 方 格 内 ,再 把 外 凸 的 数字 移 到 对 面 内 
侧 的 空格 中 ,这 样 就 构成 了 五 阶 幻 方 (2)。 


9 
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上 述 构 造 方法 成 功 的 道理 ,可 作 如 下 说 明 ， 

如 (2) 的 第 1 行 中 的 3, 在 (1) 中 是 第 一 斜 排 中 第 三 
斜 格 的 数 , 记 以 C13 一 3 .同样 C2 一 / ,人 33 一 工 ,C 一 20， 
Co = 24, 而 3 二 0X5+3,7 二 1X5++2,11 二 2X5 
十 1,20 二 3X5 十 5,24 = 二 4X 5 十 4, 则 第 一 行 诸 数 之 
和 为 / / 

(0 十 1 十 2 十 3 二 人 Xx5 十 (1 十 2 十 3 十 4 十 5) 

一 65。 

其 他 各 行 、 各 列 及 各 对 角 线 情况 均 关 似 ， 

杨辉 还 给 出 了 四 阶 幻 方 的 构造 方法 ， 即 把 1,2，…，4 
顺 次 下 排 4 列 , 然 后 将 两 对 角 线 上 的 数字 ,以 方形 的 中 心 
为 对 称 中 心 , 互 换 对 称 位 置 上 的 数字 ,这 就 构成 了 4 阶 幻 


需要 指出 的 是 ,2 阶 幻 方 是 不 存在 的 ,3 阶 幻 方 只 有 
一 个 ,4 阶 幻 方 一 定 存在 ,但 不 崔 一 。 

在 杨辉 的 著作 里 , 共 收 集 了 二 十 多 个 幻 方 , 阶 数 为 
3,4,5,…,10, 其 中 ,10 阶 幻 方 ,杨辉 称 为 “百子 图 ”, 即 是 
“纵横 五 百 五 , 共 积 五 千 五 十 >。 还 有 一 种 “ 搬 九 图 ”, 瑟 是 
由 1 到 33 的 数字 排 成 同心 圆 ,9 位 于 中 心 , 且 33 个 数字 分 
布 在 四 条 直径 上 ,形成 “ 斜 直 周围 各 一 百 四 十 七 ”的 形式 
(图 2. 6) 。 

所 谓 魔 阵 , 是 这 样 一 个 方形 数字 图 ,其 形 中 填 有 2 (2 
E N) 个 数字 , 且 满 足 如 下 性 质 : 
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”图 2.6 
任 选 其 中 一 数字 ,并 将 这 一 数字 的 
同行 、 同 列 的 数字 划 去 ,随后 又 在 余 
下 的 数字 中 任 选 第 二 个 数字 , 并 划 
去 其 同行 . 同 列 的 数字 ,如 此 继续 下 
去 ,直至 选 到 最 后 一 个 数字 为 止 .这 
样 所 有 选 出 的 数字 之 和 都 是 一 确定 
的 数 , 这 个 确定 的 数 称 为 魔 阵 的 “ 魔 数 ”。 如 左 图 是 个 魔 
阵 ,其 魔 数 为 36。 它 的 构成 方式 是 由 横行 8,3,7,2 与 竖 行 
6,5,4,1 两 两 相 加 后 填 入 方 格 构成 的 。 故 其 魔 数 必 为 这 
八 个 数字 的 和 即 36。 
一 般 地 , 设 4 X 4 魔 阵 按 下 表 方 法 构成 : 
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这 样 , 按 任 一 选取 和 划 去 的 手续 ,所 选 数字 之 和 即 
魔 数 必 为 & 十 pp 十 c 二 dg 十 e 十 了 十 gg 十 天。 

5. 一 笔画 图 的 构造 

一 笔画 图 ,是 指 这 样 的 一 种 图 形 , 它 由 在 干 个 点 及 这 
些 点 的 一 些 连 线 组 成 ,并 能 人 够 用 笔 不 重复 地 、 不 遗 铬 地 一 
笔画 出 。 

例如 ,图 2.7 中 两 个 图 形 就 是 一 笔画 图 . 

这 是 因为 ,图 (1) 可 按 A 一 B 一 C 一 D 一 A 一 C 一 
EE > DD 的 次 序 一 笔画 成 ,而 图 (2) 也 可 按 A 一 EE 一 FF 一 
JI>E>~>D>H>I>G->H>C>G—>B—F—A 


的 次 序 一 笔画 成 。 
FE (终点) 
B A( 起 点 | 
B FA( 起 点 .终点 】 


(1) (2) 
图 2.7 

车 将 点 按 与 它 相连 的 线 的 数目 的 奇偶 数 区 分 , 它 可 
分 成 奇 点 和 偶 点 .这 时 , 左 图 中 奇 点 为 4.D, 其 个 数 为 2， 
目 这 两 个 奇 点 分 别 是 一 笔画 图 的 起 点 和 终点 。 而 右 图 的 
所 有 点 都 是 偶 点 ,这 时 一 笔画 图 的 起 点 和 终点 重合 。 

对 于 一 笔画 图 ,有 这 样 的 判定 准则 , 且 这 一 判定 准则 
是 充分 必要 的 。 一 个 连通 的 图 , 若 它 只 有 0 个 或 2 个 奇 
点 , 则 该 图 一 定 可 以 一 笔画 成 , 且 若 奇 点 个 数 为 0 时 , 则 
可 任 找 一 个 点 作为 起 点 和 终点 (如 图 2. 7(2))。 和 厂 奇 点 个 
数 为 2 时 , 则 这 两 个 奇 点 可 以 分 别 作为 起 点 和 终点 (如 图 
2.7(1)) 。 
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实际 中 ,一 些 最 短线 路 问题 ,可 归结 为 一 笔画 图 的 构 
造 问题 。 | z 

例如 ,有 茶 风景 区 游 哆 图 (图 2. 8), 线 上 的 数字 表示 
路 线 距 离 的 公里 数 。 现 要 从 车 站 出 发 ,每 个 地 方 、 每 条 道 
路 都 参观 游览 一 次 ,然后 回 到 车 站 , 试 安排 一 条 最 短 的 参 
观 游 唤 路 线 。 

易 知 ,图 中 除 庙 、 湖 两 个 奇 点 外 ,其 余 玫 是 偶 点 ,这 是 
一 笔画 图 .但 这 种 一 笔画 图 要 分 别 以 两 个 奇 扎 作为 起 点 
和 终点 。 按 题 意 ,游览 需 从 车 站 出 发 回 到 车 站 , 故 需 将 上 
图 改 为 奇 点 数 为 0 的 图 , 亦 即 应 使 庙 与 湖 都 改 为 偶 点 , 因 
此 要 设法 在 这 两 点 之 间 增 加 一 条 连 线 ,这 相当 于 重复 多 
走 一 段 路 , 现 从 庙 到 湖 的 各 路 程 中 ,以 庙 一 襄 一 湖 为 最 
短 , 故 应 选择 重复 多 走 这 段 路 .于 是 ,符合 要 求 的 最 短 参 
观 游览 线路 可 以 为 : 

车 站 一 博物 馆 一 寺 一 训 一 博物 馆 一 庙 于 这 一 湖 一 至 
~ 庙 一 湖 一 村 一 车 站 。 


图 2.8 


人 购 造 一 笔画 图 在 实际 中 应 用 很 广 , 如 纺织 工人 在 车 
闻 的 巡回 线路 ,邮递 员 投 递 信件 线路 等 都 可 归结 为 按 实 
际 问 题 需要 构造 一 千 画 图 问题 。 


\ 
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数学 模型 思维 方式 是 数学 刻画 客观 事物 原型 并 用 以 
研究 .解决 实际 问题 的 工具 , 它 也 是 数学 科学 联结 其 他 非 
数学 科学 的 中 介 和 桥梁 . 

1. 数学 模型 及 其 构建 方法 

模型 一 词 , 英 文 称 “model”, 包 含有 “模型 >“ 维 形 ”、 
“模式 ” 的 意思 。 

数学 模型 ,是 指 对 某 种 事物 系统 的 特征 和 数量 关系 ， 
借助 数学 语言 而 建立 起 来 的 符号 系统 。 数 学 模型 有 广义 
和 狭义 两 种 。 广 义 是 指 凡 以 相应 的 客观 原型 作为 背景 加 
以 一 级 或 多 级 抽象 的 数学 概念 、 理 论 . 式 子 等 ,都 称 为 数 
学 模型 狭义 是 专 指 反映 某 特定 问题 或 事物 的 数学 符号 
系统 ,在 应 用 数学 中 ,数学 模型 的 含义 通常 按 狭 义 来 理 
解 ,其 目的 在 于 解决 具体 实际 的 问题 。 

数学 模型 可 按 不 同 的 标准 来 区 分 .例如 ,就 人 们 对 其 
认识 过 程 而 言 ,可 区 分 为 描述 性 模型 和 解释 性 模型 .描述 
性 模型 是 从 特殊 到 一 般 , 它 是 从 分 析 具 体 事物 的 量 的 关 
系 出 发 ,通过 抽象 将 这 种 关系 概括 在 一 个 数学 结构 之 中 
的 一 种 模型 .而 解释 性 模型 , 则 是 由 一 般 到 特殊 , 即 是 从 
一 般 的 公理 系统 出 发 ,借助 于 数学 客体 ,来 对 公理 系统 作 
出 解释 的 一 种 模型 .在 描述 性 数学 模型 中 ,又 可 按 数学 研 
完 的 实际 对 象 区 分 出 不 同类 型 的 模型 .例如 , 微 积分 是 运 
动 过 程 的 数学 模型 ,是 一 种 确定 性 模型 ;概率 统计 是 随机 
现象 的 数学 模型 ,是 一 种 或 然 性 模型 。 

数学 模型 构造 的 一 般 过 程 为 : 建 模 准备 一 模型 的 
假设 和 建立 一 模型 求解 一 模型 检验 .其 中 准备 阶 
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段 的 工作 主要 包括 了 解 现实 对 象 的 实际 背景 ,明确 建 模 
的 目的 、 要 求 ,收集 有 关 数 据 , 做 好 各 种 准备 等 ,下 面 以 描 
述 性 模型 为 例 来 讨论 一 个 具体 实际 问题 建 模 过 程 的 后 三 
步 。 

设 两 个 人 与 两 只 熊 要 过 河 , 现 有 一 只 空 船 能 自动 来 
回 运 驶 ,已 知 船 最 多 能 载 两 个 腾 客 ,又 硅 人 比 熊 少时 , 熊 . 
会 吃 掉 人 ,车 每 只 熊 能 划船 , 问 要 过 河 需 行船 几 次 ? 且 有 
多 少 种 不 同 的 这 河 方法 ? 

建 模 过 程 

(1) 提炼 数学 模型 .由 于 行船 的 最 后 一 次 总 是 只 过 
而 不 回 , 故 行船 的 次 数 必 为 奇数 。 : 

若 把 mr 个 人 和 nn 只 能 在 同一 边 的 状态 记 作 (m,n)， 
则 问题 的 情况 共有 9(= 3”) 种 : 

(2,2), (0,0); (0,2), (2,0); (2,1), (0,1); (1,2), 
(1;0);(1,1)., z 

若 把 同一 时 刻 河 两 岸 所 处 的 状态 (m,n) 和 (mm 和 ) 

mM 十 m 二 2,n 十 n' 二 2。 z 

前 四 组 中 每 两 个 状态 是 互补 的 ,最 后 (1,1) 与 自己 
互补 ,注意 到 (1,2) 与 (1,0) 应 剔除 ,因为 在 (1 ,2) 时 熊 比 
人 多 ,而 (1,0) 是 (1,2) 的 互补 状态 。 

若 除 去 不 出 现 的 状态 , 且 互 补 状 态 中 只 取 其 一 , 故 只 
剩 下 四 种 , 记 

工 一 (2,2), 开 一 (0,2), 下 一 (2,1),N 一 (1,1)。 
则 问题 就 变更 为 使 状态 I 转移 为 V 且 转 移 次 数 为 奇数 
时 ,有 多 少 种 不 同方 法 ? 

设 用 矩阵 表示 状态 的 转移 。 先 作出 表示 一 次 转移 的 

矩阵 了, 某 元 素 a;; 表示 由 状态 i 经过 一 次 转移 成 为 状态 


i 
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j 的 所 有 可 能 走 法 的 种 数 。 例 如 ,状态 下 表示 两 个 人 ,一 
只 熊 ,这 时 对 岸 仅 有 一 只 熊 , 若 让 另 一 只 熊 乘 船 过 河 , 对 
岸 便 出 现状 态 工 , 故 as = 1, 而 从 下 到 I 不 能 经 过 一 次 
转移 实现 , 故 as = 0。 仿 此 可 写 出 矩阵 


0 101 
站 | 010 
01143 
1010 


这 样 , 原 实际 问题 就 化 为 了 下 面 的 数学 问题 ， 

V1! 经 过 次 (奇数 次 ) 变换 后 ,左上 角 元 素 为 非 零 ， 
这 最 小 的 奇数 上 即 为 所 求 的 划船 次 数 。 

(2) 求解 数学 模型 .经 过 若干 次 转移 后 状态 变化 的 
问题 ,实际 是 一 个 若干 次 一 次 转移 矩阵 的 乘积 问题 .计算 


0 4 2 4 
Vs 一 TI。ViI .YI 一 4 上 .9 |， 
2 5 5 5 
415 1 
8 2 10 2 
me 9 7 9| 
: 10 7 15 7 
2 9 7 9 
4 18 14 18 
ys yim |ls 9 25 9 


14 25 29 25| 
18 9 25 9 
因 Vs 左上 角 元 素 为 非 零 元 素 4, 故 人 和 能 全 部 过 河 最 少 
要 经 过 5 次 转移 ,并 有 4 种 不 同 走 法 。 
(3) 检验 数学 解答 。 若 记 人 为 “GD”, 能 为 “"c9”, 通 过 
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试验 知 有 4 种 过 河 方法 ,每 种 方法 需 5 次 转移 ,如 图 2-9 
及 未 。 
甲 岸 (1) 乙 岸 (2) 甲 岸 (3) ” 乙 岸 (4) 甲 岩 (5) 乙 岩 


CC .. 人 ... OO) . 
和 (二 能 过 河 ) 1) (一 能 过 河 ) 人 (二 人 过 河 ) 
、 的 .. CO . 
(ii) 一 一 入 过 疝 》 ”二 角 过 河 》“” 
(1) SY (11) 3. (i11) SS (111) (VN) SA (1) 
(1) OO (N) OO. C111 Oy (iil) 2. (11) 0 (1) 
中 OO. (Ny i 2 i) -> (WN) OW (1) 
图 2.9 
2. 数学 模型 的 功能 
数学 模型 就 其 功能 而 言 = 主要 表现 为 ， 
(1) 简化 性 功能 。 


数学 模型 从 客观 事物 和 现象 中 抽象 出 来 用 以 代替 现 
实 原 型 ,已 经 会 去 了 非 本 质 现象 和 偶然 现象 , 抓 住 了 主要 
矛盾 和 本 质 特征 。 因 而 ,数学 模型 方法 具有 简化 性 功能 ， 
它 是 科学 研究 中 简单 原理 的 再 现 。 

(2) 近似 性 功能 。 

数学 模型 的 建立 突出 了 实际 研究 对 象 的 主要 特征 ， 
忽略 了 次 要 特征 .所 以 ,这 是 一 种 近似 性 的 研究 .但 由 于 
它 抓 住 了 事物 的 主要 矛盾 ,并 以 科学 抽象 为 基础 , 故 其 研 
究 结 果 必 然 基 本 符合 客观 实际 . 且 人 们 对 数学 模型 在 此 
基础 上 的 逐次 修正 ,必然 使 它 越 来 越 台 近 于 真实 实际 ,这 
就 是 它 的 近似 性 功能 。 

(3) 解释 性 功能 。 

解释 性 模型 可 使 抽象 的 公理 系统 变 得 易于 理解 ， 并 
车 助 它 反 过 来 对 公理 系统 中 的 许多 问题 ,如 相 容 性 、 独 立 
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性 完备 性 等 进行 分 析 、 思 考 和 论证 , 故 它 具有 人 解释 性 功 
tb | 

(4) 应 用 性 功能 。 

对 于 客观 世界 存在 的 尚未 被 人 们 认识 的 规律 通过 
数学 模型 方法 的 探索 被 揭示 出 来 后 , 它 必 然 反 过 来 作用 
于 客观 世界 而 获得 应 用 ,这 就 是 它 的 应 用 性 功能 .同时 ， 
由 于 数学 模型 方法 实现 了 对 问题 陈述 .过 程 刻 画 和 定量 
计算 的 符号 化 ,因而 大 大 简化 了 思维 的 过 程 , 加 速 了 思维 
的 进程 。 故 这 种 应 用 往往 非 同 一 般 ， 而 常 表现 为 对 科学 的 
预见 和 创新 。 

例如 ,19 世纪 初 ， 意大利 天 文学 家 皮 亚 齐 用 望远镜 
发 现 了 一 颗 名 为 谷 神 星 的 小 行星 ,但 这 一 行星 在 接近 大 
阳 时 消失 了 ,这 一 现象 引起 了 人 们 对 谷 神 星 的 怀疑 。 不 
久 ; 数 学 家 高 斯 用 数学 计算 方法 推算 出 了 行星 的 位 置 , 沿 
着 高 斯 指出 的 方 疝 观察 ,天 文学 家 不 仅 又 找到 了 这 颗 行 
星 ,而 且 还 先后 发 现 了 许多 新 的 行星 。- 

现代 社会 中 ,数学 模型 常 可 为 科学 决策 提供 依据 。 一 
个 典型 的 例子 是 关于 核武 器 发 展 方向 的 决策 问题 .发 展 
核武 器 要 提高 核武 器 的 毁伤 力 , 其 中 ,最 为 重要 的 两 个 因 
素 是 炸弹 的 爆炸 力 和 命中 精度 .对 此 ， 美国 人 建立 了 一 个 
数学 模型 

k= ys /ce? ， 

其 中 必 为 毁伤 力 值 ,y 为 炸弹 的 工 N. 工 当量 ,c 为 命中 精 
度 。 0 当 y 提 高 8 倍 时 ， & 值 提高 4 倍 ; 当 * 信 减 少 


到 原来 的 时 ,k 值 将 提高 64 倍 。 故 发 展 核武 器 的 方向 


要 以 要 高 命中 精度 为 主 ， 在 实践 上 也 的 确 如 此 。 故 这 一 数 
学 模型 对 科学 决策 起 了 重要 作用 。 由 于 人 们 认识 世界 的 
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全 部 目的 在 于 改造 世界 , 故 数学 模型 的 应 用 性 功能 在 它 
的 诸 功能 中 占有 主导 地 位 。 其 意义 ,如 同 徐 利 治 教授 所 指 
出 的 ; “现代 各 门 应 用 数学 所 以 具有 和 解决 实际 问题 的 功 
能 ,主要 就 是 通过 提供 数学 模型 方法 而 显示 出 来 的 。”[29 

3. 投票 模型 

投票 模型 的 产生 除 西方 国家 实行 多 党 制 带 来 的 若干 
政党 联合 执政 问题 这 一 背景 外 ， 在 经 济 联合 委员 会 决策 、 
股东 权益 等 方面 也 可 找到 它 的 原型 。 

设 有 7 个 政党 ,wi 二 1,2,…,n) 为 第 i 个 政党 在 国 
会 中 拥有 的 席位 , 则 全 部 议席 数 为 


W = Sw。 


夺 以 z( 定 值 ) 表示 执政 所 需 的 最 低 议席 数 ， 则 [g; 
TO 9 TO °° ,wa ] 可 看 作 是 2 个 政党 分 别 囊 权 wy “9 的 
一 次 竞争 ,如 果 有 一 集合 5, 它 是 NN = {1,2,…sn} 的 一 
个 子 集 , 使 得 : 

2 > 


则 Ss 5 上 各 政党 的 联合 到 得 OW 通常 取 大 


于 , 且 / 

w; qt = 1,2,.,n),。 

例如 ,1972 年 加 拿 大 选举 ,自由 党 (a)、 保 守 党 (6)、 
新 民主 党 (c) 分 别 得 109、107、31 遍 ， 其 他 力量 (4d) 占 17 
席 , 总 席位 是 264, 超 过 半数 为 多 数 。 由 于 上 述 三 党 任何 
一 方 联合 均 可 执政 , 故 他 们 席位 虽 不 同 ,但 处 于 同等 有 利 
的 地 位 。 不 过 这 样 的 分 析 仅 依赖 于 直观 ,要 进行 数量 刻 
图 | 。 

设 音 赛 格局 是 (9;wi,-…,w,] ,5S 是 集合 NN = {1,2， 
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…n) 的 子 集 ,W = {S| 2w, 之 q) 表示 所 有 可 赢 的 联合 ， 
M 表示 全 体 最 小 的 可 赢 联合 , 即 少 了 S 中 的 任何 一 个 者 
不 行 .MG) 表示 有 i 参加 的 最 小 可 赢 联 合体 。 通 常 定义 各 
竞争 者 的 实力 指标 为 


P02) 一 Ts 1ST: 
其 中 ,1M1、1S| 分 别 表示 集合 M、S 元 素 的 个 数 。 
设 有 竞赛 
T= {5;4,2,1,1,1), 
竞争 者 依次 为 a,b,c,d,e, 则 各 竞争 者 实力 指标 的 求法 
为 : 
全 体 最 小 可 赢 联 合 M= {ab,arc,ad ,ae ,bcde}， 
a 和 参加 的 最 小 可 赢 联 合 M(a) = {ab,ac ,ad ,ae}， 


11 一 
P(A) 一 芯 ( 广 十 方 十 六 二 本) 20° 
而 
MD = {ab ,bcde}, 


Tv 1 3 
故 po(b) 一 云 ( 广 十 玫 ) 一 让: 
年 加 拿 大 选举 问题 ,归结 为 : 


竟 赛 了 = (132;109,107,31,17) 且 竞 争 者 为 <.2、c、 
d. / z 
由 于 M = tapyacyeocj， 故 pla) = 2p(0) = ple) 


= 于 | 去 十 于 | = 误 ' 其 结果 与 直观 分 析 相 一 致 

以 上 关于 多 党 制 联合 执政 的 刻画 同样 适用 于 公司 中 
n 位 股东 的 决策 , 设 有 4 个 股东 4、B8、C、D, 所 持 的 股票 份 
额 分 别 为 28,24,24,24。 这 时 ,四 个 股东 的 竞争 实力 便 归 
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结 为 竞赛 T = {51;28,24,24,24) 中 p(4)、o(CB)、o(C)、 
PLD) 的 计算 问题 。 

4. 信息 量 模型 

信息 作为 科学 概念 是 1948 年 美国 贝尔 电话 公司 的 
申 农 (C.E. Shannon) 博士 首先 提出 的 。 申 农 认 为 ,信息 
乃 是 “两 次 不 定性 之 差 >。“ 不 定性 ” 亦 即 人 们 对 客观 事物 
的 不 了 解 、 不 确定 , 当 人 们 获得 新 知识 后 ,改变 了 原 有 的 
知识 状态 , 便 减 少 或 消除 了 原先 的 “不 定性 .他 把 这 种 不 
定性 减少 或 消除 的 数量 称 为 信息 量 , 故 信息 量 是 收 信人 
知识 变化 的 数值 度量 。 据 此 , 申 农 建立 了 信息 量 统计 的 数 
学 模型 。 

设 用 N 个 字母 通信 ,字母 集 为 A 三 (aaz，…，cv}。 
pi Pz,"** ,Pn 分 别 为 上 述 字 母 在 通信 中 使 用 的 概率 .p， 
之 0, Ep 一 1]， | 

此 时 ,每 一 字母 w 所 产生 的 信息 量 为 一 logspPi, 称 为 
自信 息 ,将 自信 息 作 加 权 平 均 , 即 得 : 


N 
H(A) 一 一 Spilog: pis 


H(A) 称 为 4 的 信息 量 ,这 里 的 单位 叫做 二 进 单位 ,或 称 
作 比 特 (bit) ,其 意义 是 ;一 比特 的 信息 量 ,就 是 含有 两 个 
独立 等 概率 可 能 状态 的 事件 所 具有 的 不 确定 性 被 全 部 请 
除 所 需要 的 信息 .信息 的 单位 选择 ,取决 于 所 选择 对 数 的 
底 。 取 自然 对 数 ,信息 单位 为 奈 特 , 取 常用 对 数 , 信 息 单位 
为 险 特 。 

例如 ,我 国 古代 的 烽火 台 , 燃 起 烽火 表示 有 敌情 ,不 
燃 则 无 敌情 .这 时 共有 两 种 信号 ,其 信息 量 为 1 比 符 。 

又 如 , 某 信 源 , 它 产生 一 个 由 A、.B8、C.D 中 选 出 的 字 
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母 序列 ,概率 分 别 为 亡 , 子 ,名 ， 避 , 并 且 相 继 符号 的 选择 
是 独立 的 。 则 
好 一 一 (2 'logs2 十 2 logs2 “十 2X 2 log22 一 ) 
= 二 (比特 / 符号) 
值得 注意 的 是 ,上 述 信 息 量 的 数学 表达 式 和 热力 学 
中 的 业 的 公式 在 形式 上 完全 相似 , 仅 差 一 个 符号 。 故 人们 
把 信息 称 为 负 箭 ,从 而 导致 了 对 信息 概念 的 更 闪 刻 的 理 
解 。 在 热力 学 中 , 简 表 示 系 统 的 秦 乱 程度 , 即 在 一 个 扳 苹 
的 系统 中 ,总 是 自发 地 从 有 序 到 无 序 , 它 是 系统 不 确定 性 
的 度量 ,对 负 业 ,信息 量 愈 大 ,信息 越 多 ,不 确定 性 越 小 ， 
无 序 情形 则 越 少 , 故 信息 量 是 系统 有 序 状态 的 度量 , 它 标 
志 着 系统 的 确定 性 程度 .信息 作为 一 切 组 织 系统 的 一 种 
普遍 联系 形式 ,其 主要 变化 标志 着 组 织 系统 的 兴衰 。 故 它 
的 数学 模型 为 信息 的 广泛 应 用 奠定 了 基础 。 
5, 化 学 方程 式 平衡 模型 
试 平衡 化 学 方程 式 : : 
?HNO, 十 ?Cu =?Cu (NO,), 十 ?H2:O 十 ?NG 。 
问题 是 求 方程 中 各 分 子 式 的 系数 , 设 它们 顺 次 为 =,， 
zy; 和 一 zs， 一 > 一 xs。 则 原 问题 化 为 从 
zIHNO; 十 zsCu 十 zsCu(CNGDa): 十 z,H2O 十 zsNO 
一 0 
中 求 = ,zyzyyziyzss 若 以 元 素 H NO、Cu 为 顺序 , 则 方 
程 中 各 反应 物 、 生 成 物 相 应 对 应 一 有 限 维 非 零 向 量 : 
HNO:<e>[1,1,3,0] ,Cue [0,0,0,11,， 
Cu(NO,),.0 00,2,6,11 ,HO*[2,0,1,0],， 
NOOE[0,1,1,01。 
这 样 问题 变 为 从 
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HNO, Cu Cu (NO,), HO NO 
H rl 0 
N |1 0 
OU 3 0 
Cu0O 1 
中 求 Lzi,zsz，…，zs] 。 


令 


OO PO 


[zza，…z5] 一 0， 
(x ) 中 与 Z7 相 乘 的 气 阵 为 C, 这 时 C 是 4X5 的 定 阵 ,4 
是 化 学 元 素 的 个 数 ,5 是 反应 物 与 生成 物 个 数 之 和 。 

一 般 地 , 设 方程 中 共 出 现 ”种 元 素 , 种 反应 物 ,7 种 
生成 物 (Gi 十 j = zw), 则 化 学 方程 式 的 平衡 归结 为 求 系数 
向 量 Z = [zi ,zz ;mj ,满足 CQ 一 0 的 适合 问题 的 最 
小 解 , 其 中 2Z 的 分 量 为 非 零 有 理 数 , 且 当 分 量 为 正 时 代表 
反应 物 ,为 负 时 代表 生成 物 ,而 C 是 这 样 一 个 nx m 拓 
阵 , 其 生成 方式 是 ， : 

将 元 素 按 顺 序 编号 为 1,2,…,n, 反 应 物 和 生成 物 顺 
次 编号 为 1,2,…,m, 每 种 反应 物 、 生 成 物 对 应 着 按 元 素 
顺序 排列 的 一 个 维 非 零 列 向 量 , 记 为 [Ca,Ciz，*…， 
Cs, 二 1,2,…;m)。 则 CC 是 由 形 如 [Cn Chiss "Cn 
的 mr 个 列 向 量 组 成 的 n 包 上 定 阵 , 它 的 元 均 为 非 负 整 数 。 

这 便 是 化 学 方程 式 平衡 的 数学 模型 。 简 言 之 , 它 归 结 
为 一 个 求 线性 方程 组 的 适合 题 意 的 最 小 解 . 上 例 中 , 对 
(x ) 求解 ,得 

[= zs，zs 盖 [8,3， 一 3 一 4 一 2 。 
作为 方程 式 系 数 , 取 & 二 1, 则 有 

8HNO, + 3Cu = 3Cu (NO,;), 十 4H2:O 十 2NO。 
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2.5 ”公理 化 思维 方式 


公理 化 思维 方式 是 一 种 重要 的 数学 思维 方式 .这 种 
思维 方式 不 仅 对 数学 ,而 且 对 其 他 自然 科学 都 有 着 极为 
重要 的 作用 。 

1. 公理 和 公理 化 方法 

数学 的 公理 化 方法 是 从 尽 可 能 少 的 基本 概念 和 公理 
出 发 ,应 用 严格 的 逻辑 推演 ,把 数学 的 某 分 支 组 织 成 为 演 
绎 系统 的 一 种 方法 。 在 这 样 的 演绎 系统 中 ,基本 概念 是 无 
定义 的 或 隐 定 义 ( 其 涵义 由 公理 来 确定 ) 的 原始 概念 .而 
所 谓 公理 则 是 无 条 件 承认 的 相互 制约 的 规定 , 亦 即 “ 是 数 
学 需要 用 作 自 己 的 出 发 点 的 少数 思想 上 的 规定 ” 。 

全 现代 方法 在 数学 只 上 上 全。 各 对 和 \ 理 化 方法 


展 梨 中 反映 了 数学 扯 旬 层次 的 不 断 提高 上 。 

(1) 实质 公理 化 方法 。 

实质 公理 化 方法 是 指 “ 对 象 一 一 公理 一 一 _ 演绎” 系 
统 , 其 特征 是 公理 的 对 象 是 从 属于 某 种 特定 对 象 . 欧 几 里 
得 (Euclid) 的 《几何 原本 》 是 这 种 方法 的 典型 代表 。 即 是 
说 ,这 些 对 象 是 以 现实 空间 作为 直观 背景 的 .如 在 《几何 
原本 》 中, 欧 几 里 得 明确 规定 了 研究 的 对 象 是 “没有 部 分 
的 ”点 ”),“ 没 有 宽度 的 ”(“ 线 ”) 和 “只 有 宽度 和 长 度 
的 ”C“ 面 ”) ,他 用 作 推 理 依 据 的 公理 ,公设 都 是 这 些 对 象 
的 明显 事实 。 这 种 从 属于 特定 的 现实 空间 的 公理 系统 就 
是 实质 公理 系统 .实质 公理 系统 反映 了 当时 数学 发 展 的 
水 平 ; 即 在 很 长 时 间 内 数学 的 研究 仅 限 于 算术 与 几何 这 
种 具有 明确 直观 背景 的 内 容 , 故 公理 体系 也 就 被 认为 这 
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些 对 象 所 特定 的 ;以 致 很 长 时 间 人 们 一 直 把 欧 氏 几何 当 
做 关于 空间 的 绝对 真理 ,而 把 算术 当做 数量 关系 的 唯一 
理论 。 , 

(2) 形式 公理 化 方法 。 

形式 公理 化 方法 即 “ 假 设 一 一 演绎 ”系统 .与 实质 公 
理 系统 相 比 ,在 这 样 的 公理 系统 中 ,公理 不 再 具有 “自明 
性 ”或 “必然 性 ”, 而 只 是 作为 演绎 基础 的 “假设 ”, 且 不 再 
是 由 对 象 决定 公理 ,而 是 以 公理 来 决定 对 象 . 即 对 象 可 以 
是 任何 东西 ,只 要 能 满足 系统 中 诸 公理 的 要 求 。 形 式 公理 
系统 的 典型 代表 是 希 尔 伯 特 的 《几何 基础 》1899 年 出 
版 )。 希 尔 伯 特 对 传统 的 几何 题材 进行 了 新 的 处 理 ,他 建 
立 的 演绎 系统 的 推理 出 发 点 是 五 组 公理 .。“ 在 … 之 上 ”、 
“在 … 之 间 ”“ 合 同 于 ”“ 平 行 于 >“ 连续 ”等 为 基本 概 
念 , 概 念 的 严格 含义 是 由 公理 决定 的 ,而 对 象 也 由 公理 决 
定 , 只 要 满足 给 定 的 公理 , 称 它们 为 什么 是 无 关 紧 要 的 。 
正如 希 尔 伯 特 所 说 的 ;“ 我 们 必定 可 以 用 桌子 .椅子 和 哮 
酒杯 来 代替 点 、 线 . 面 ,” 正 是 由 于 形式 公理 方法 反映 的 
不 只 是 特定 的 研究 对 象 的 性 质 ,而 是 许多 具有 相同 结构 
的 对 象 的 共同 性 质 , 故 与 实质 公理 方法 相 比 , 它 对 数学 具 
有 更 为 重要 的 意义 。 

(3) 元 数学 。 | / 

元 数学 是 把 某 种 数学 理论 作为 整体 来 加 以 研究 .与 
前 两 阶段 相 比 ,如 果 说 以 前 是 在 系统 内 部 进行 研究 的 话 ， 
现在 则 是 对 系统 本 身 加 以 研究 , 它 标 志 着 公理 化 方法 发 
展 到 了 一 个 更 新 的 阶段 。 希 尔 伯 特 关于 建立 元 数学 的 基 
本 思想 是 这 样 的 :他 认为 ,除了 我 们 前 面 所 说 的 数学 理论 
的 公理 化 和 形式 化 之 外 ,我 们 必须 着 眼 于 把 整个 系统 作 
为 研究 对 象 , 这 便 大 大 有 别 于 以 往 的 研究 方法 ,有 别 于 以 
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往 的 着 眼 点 .通常 称 被 研究 的 数学 理论 为 对 象 理论 ,而 用 
以 研究 或 作为 研究 工具 的 那个 理论 叫做 元 理论 .所 获 定 
理 , 若 为 有 关 整 个 理论 系统 之 某 种 性 质 的 定理 叫做 元 十 
理 ,. 例 如 ,我 们 想 证 明 “ 整 个 数学 理论 是 相 容 的 ”, 这 就 是 
一 条 元 定理 。 它 是 着 眼 于 整个 数学 理论 而 言 的 结论 ,不同 
于 数学 系统 内 的 任何 一 条 县 体征 理 。 

2. 公理 化 方法 的 作用 

(1) 公理 化 方法 是 总 结 和 整理 数学 知识 并 使 之 系统 
化 .科学 化 的 有 效 方法 。 

信 们 在 实践 中 积累 了 丰富 资料 和 大 量 知识 后 ， 要 按 
照 事物 内 部 的 逻辑 联系 进行 “去 粗 取 精 、 去 伪 存 真 、 由 此 
及 彼 、 由 表 及 里 ”的 加 工 制作 ,以 造成 系统 的 理论 ,公理 
化 方法 正 是 建立 这 种 理论 的 有 效 方法 ,因为 经 过 公理 化 
方法 处 理 后 的 知识 ,已 经 不 是 零散 的 感性 知识 的 堆积 ,而 
是 按照 对 象 的 内 在 联系 逻辑 地 沟通 的 , 故 公理 化 方法 是 
建立 数学 理论 不 可 缺少 的 方法 ,例如 ,公元 前 300 年 左 
右 , 欧 几 里 得 继承 前 人 研究 的 成 果 , 将 人 们 积累 的 丰富 几 
何 知识 ,用 公理 方法 加 以 整理 ,使 之 条 理化 .系统 化 ,从 而 
在 数学 史上 第 一 次 建立 了 较为 系统 .严密 的 几何 理论 .这 
种 用 公理 方法 整理 组 织 数学 理论 的 方法 带 来 了 深刻 的 影 
响 。 尔 后 的 数学 家 都 用 这 一 方法 建立 数学 理论 ,出现 了 诸 
如 群 论 、 概 率 论 .公理 集合 论 等 近代 数学 的 公理 系统 。 
(2) 公理 化 方法 是 检验 数学 命题 正确 性 的 重要 手 
段 。 | 

某 一 数学 分 支 经 过 公理 化 后 成 为 一 个 严密 的 演绎 系 
统 , 这 时 任 一 数学 命题 的 真 假 都 可 通过 逻辑 来 判断 。 对 
此 ,M. 克 莱 因 曾 论述 道 :“ 数 学 主要 是 一 种 寻求 众所周知 
的 公理 法 思想 的 方法 。 这 种 方法 包括 明确 地 表述 出 将 要 


32 数学 的 思维 方式 


讨论 的 概念 的 定义 ,以 及 准确 地 表述 出 作为 推理 基础 的 
公设 ,具有 极其 严密 的 逻辑 思维 能 力 的 人 从 这 些 定义 和 
公设 出 发 ,推导 出 结论 ,数学 的 这 一 特征 由 17 世纪 一 位 
著名 的 作家 在 论 及 数学 和 科学 时 ,以 某 种 不 同 的 方式 表 
述 过 :; 数学 家 们 像 访 人 …… 承认 一 位 数学 家 的 最 初 的 
原理 ,那么 他 由 此 将 会 推导 出 你 也 必须 承认 的 另 一 结论 ， 
从 这 一 结论 又 推导 出 其 他 的 结论 ”5 因此 ,公理 化 方 
法 是 检验 数学 命题 正确 性 的 重要 手段 ,当然 ,通过 公理 化 
方法 检验 而 获得 的 命题 的 真实 性 仅 具 有 模式 真理 的 性 
质 , 它 不 等 同 于 现实 真理 性 ,其 中 ,前 者 是 相对 于 数学 模 
式 借 助 于 逻辑 定义 而 获得 的 稳定 的 关系 结构 而 言 的 ,后 
者 则 是 指数 学 模式 所 具有 的 现实 意义 , 即 是 指 它们 反映 
了 真实 世界 中 的 某 种 关系 形式 或 特征 。 这 样 的 两 种 真理 
性 的 产生 ,是 由 于 以 下 的 事实 : “现代 理论 数学 的 研究 对 
象 已 不 仅 是 已 经 给 出 的 (包括 具有 了 明显 现实 意义 的 ) 数 
学 构造 ,而 且 还 包括 了 理论 上 各 种 可 能 的 数学 构造 ,甚至 
是 现实 经 验 中 未 能 找到 的 构造 。265: 

(3) 公理 化 方法 是 推动 和 促进 数学 理论 创新 的 一 种 
活力 。 

公理 化 方法 通过 探索 事物 发 展 的 逻辑 规律 ,考察 它 
们 之 间 的 逻辑 联系 ,因而 易于 从 逻辑 上 发 现 问题 .提出 问 
题 , 这 往往 是 某 种 新 数学 理论 创立 的 开始 .数学 史上 , 鉴 
于 欧 几 里 得 几何 体系 的 重大 影响 ,数学 家 们 很 时 就 对 欧 
几 里 得 公理 系统 进行 研究 ,希望 把 欧 氏 公理 体系 中 的 公 
设 减少 到 最 低 限 度 , 亦 即 试图 从 其 他 公理 中 导出 第 五 公 
设 , 这 种 纯 逻 辑 的 探讨 导致 了 非 欧 几何 的 产生 ,公理 化 方 
法 对 数学 理论 创立 的 推动 ,在 抽象 代数 中 亦 表现 得 非常 
突出 ,完全 如 著名 代数 学 家 范 德 * 瓦尔 登 所 说 ,;“ 近 世代 
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数 的 扩大 主要 是 由 于 公理 方法 ,使 用 这 个 方法 产生 了 一 
系列 新 的 概念 ……… 而 且 得 做 了 许多 有 深远 意义 的 成 果 ， 
特别 是 域 论 、 理 想 数 论 、 群 论 和 结合 代数 方面 .”* 尤其 
是 公理 化 方法 从 实质 的 进入 到 形式 的 阶段 后 , 它 所 反映 
的 已 不 只 是 某 种 特定 的 研究 对 象 的 性 质 , 而 是 许多 具有 
相同 数学 结构 的 对 象 的 共同 性 质 ,从 而 对 数学 理论 的 创 
新 具有 更 重要 的 意义 。 

(4) 公理 化 方法 是 研究 自然 科学 的 重要 方法 。 

数学 是 表达 自然 科学 的 语言 ,而 公理 化 方法 则 是 这 
种 语言 的 精粹 ,因为 它 最 简明 、 最 严格 .因此 ,公理 化 方法 
对 于 自然 科学 ,也 是 不 可 缺少 的 .科学 史上 ,和 牛顿 的 4《 目 然 
哲学 的 数学 原理 》(1686) 、 拉 格 朗 日 的 《解析 力学 》 死 廓 
修 斯 的 《 热 的 机 械 运动 理论 》 等 疯 基 性 论 鞭 ,都 是 在 效仿 
欧 儿 里 得 公理 化 方法 的 思想 指导 下 完成 的 。 尤 为 突出 的 
是 ,公理 化 方法 在 近代 自然 科学 理论 发 展 中 也 屡 建 功勋 。 
例如 ,在 建立 广义 相对 论 工作 中 , 希 尔 伯 特 充分 发 挥 了 数 
学 家 的 优势 ,他 用 变 分 法 ,不 变 式 论 等 强 有 力 的 数学 工 
份 报告 中 概述 了 这 项 工作 。 他 说 :遵循 公理 化 方法 ,事实 
上 从 两 条 简单 的 公理 出 发 ,我 要 提出 一 组 新 的 物理 学 基 
本 方程 ,这 组 方程 具有 漂亮 的 理想 形式 ,并 且 我 相信 它们 
同时 包含 了 爱 因 斯 坦 与 G. 米 所 提问 题 的 解答 。” 

(5) 公理 化 的 思想 方法 是 人 工 智 能 系统 建立 的 不 可 
缺少 的 条 件 。 

公理 化 方法 的 深入 发 展 ,使 之 更 加 形式 化 .精确 化 、 
符号 化 ,从 而 使 电子 计算 机 模拟 人 脑 思维 成 为 可 能 .数学 
史上 正 是 由 于 对 公理 化 方法 和 数学 基础 的 深入 研究 , 才 
促使 了 逻辑 实现 了 从 普通 的 走向 符号 的 进步 而 产生 了 数 
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理 逻 辑 , 从 而 促进 了 人 工 智能 的 发 展 . 没 有 公理 化 思想 ， 
就 不 可 能 有 人 工 智能 的 开发 和 应 用 , 故 它 是 人 工 智 能 系 
统 建立 的 不 可 缺少 的 条 件 。 

3. 公理 体系 的 三 个 基本 问题 

一 个 科学 的 公理 体系 ,不 是 一 些 基 本 概念 和 公理 的 
任意 罗列 ,而 必须 满足 一 定 的 要 求 ,这 就 是 公理 体系 的 相 
容 性 .独立 性 和 完备 性 。 

(1) 相 容 性 。 

相 容 性 即 和 谐 性 ,无 矛盾 性 .其 意 是 ,在 给 定 的 公理 
体系 内 不 论 推论 到 多 远 , 决 不 允许 出 现任 何 相互 夏 盾 的 
命题 .这 是 构成 公理 体系 的 首要 条 件 。 

”关于 一 个 公理 系统 的 相 容 性 ;有 所 谓 相 对 相 容 和 直 
接 相 容 之 分 。 其 中 ,所 谓 相 对 相 容 , 指 的 是 依靠 某 一 个 公 
理 系 统 的 相 容 性 为 前 提 , 去 证 明 另 一 个 公理 系统 的 相 容 
性 ,此 时 就 称 所 说 的 另 一 个 公理 系统 获得 了 相对 相 容 性 
证 明 , 而 当 不 依靠 任何 别 的 公理 系统 的 相 容 性 为 前 提 , 而 
直接 证 明了 一 个 公理 系统 的 相 容 性 ,就 叫做 给 出 了 该 公 
理 系 统 的 直接 的 相 容 性 证 明 。 而 关于 公理 系统 的 相对 相 
容 性 证 明 往往 采用 模型 方法 。 例 如, 庞 加 莱 在 欧 氏 几何 中 
构造 罗氏 几何 的 模型 .又 第 卡 儿 创 立 的 解析 几何 启示 我 
们 能 在 实数 系统 中 构造 欧 氏 几何 模型 .所 以 在 实数 系统 
被 假定 为 相 容 的 前 提 下 , 哆 氏 几 何 与 罗氏 几何 都 是 相 容 
的 ,但 都 是 相对 相 容 而 已 。 

(2) 独立 性 。 

独立 性 是 指 公 理 体系 里 的 每 一 条 公理 都 是 必要 的 。 
即 其 中 的 每 一 条 公理 都 不 能 从 其 他 公理 中 推出 . 故 独 芯 
性 问题 是 保留 同样 多 推论 的 前 提 下 公司 下 系 人 
最 少 个 数 的 问题 。 
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设 公理 体系 了 包含 有 1 条 公理 , 记 作 = .， 
4 ,又 太 表示 4 的 在 盾 人 如“ 公 哩 信条 不 能 推 由 训 
命题 P” 记 以 “RP”, 则 证 明 A; 在 中 是 独立 的 ,就 是 要 
寻找 一 个 模型 AMf ,在 其 中 A ; A Ai_ 1 人 ;1 人 都 
成 立 ,而 4; 却 不 成 立 , 亦 即 

5 = {A ,A A 4 ,As 
相 容 。 z 
因此 , 若 公理 三 中 有 ?条 公理 ,要 证 明王 的 独立 性 ， 
就 要 构造 个 模型 。 | 

例如 , 若 将 希 尔 伯 特 公理 体系 中 除 平行 公理 V 外 的 
其 余 公 理 称 为 绝对 几何 公理 体系 , 记 以 互 。 由 于 马 存在 
罗氏 几何 模型 使 5 十 六 为 相 容 , 故 V 是 独立 的 。 

“(3) 完备 性 。 

一 个 公理 体系 是 完备 的 是 指 ， 若 不 能 再 增加 新 的 公 
理 到 该 体系 中 使 之 成 为 一 个 更 细致 的 公理 体系 . 亦 即 ,在 
此 公理 体系 中 能 确保 所 研究 的 数学 分 支 的 全 部 命题 。 

证 明 一 个 公理 体系 是 完备 的 方法 是 ,要 证 明 这 个 公 
理 体 系 的 任何 两 个 模型 是 同 构 的 ,这 是 因为 如 果 公 理 体 
系 号 是 不 完备 的 , 则 三 中 允许 加 入 与 其 公理 独立 的 公理 
A 使 了 十 4 成 为 一 个 无 牙 盾 的 扩大 了 的 公理 体系 , 则 丈 
十 4 必 有 一 个 模型 M, 则 MM 也 是 的 模型 . 另 一 方面 , 因 
为 4 有 独立 性 , 则 三 十 有 即 也 是 无 牙 盾 的 系统 , 设 M' 是 3 
十 互 的 模型 , 则 M' 也 是 的 模型 ,这样 公 理 体系 王 有 两 
种 不 同 的 模型 M 与 M ,它们 显然 不 是 同 构 的 。 
例如 ,由 于 欧 氏 几何 模型 和 罗氏 几何 模型 都 包含 了 

绝对 几何 公理 体系 台 , 但 这 两 模型 是 不 同 构 的 , 故 绝对 

几何 公理 体系 是 不 完备 的 。 

在 公理 体系 中 的 三 个 基本 问题 中 , 相 容 性 对 任何 体 
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系 都 是 必须 的 ,而 独立 性 、 完 备 性 都 是 不 必须 的 .数学 中 
有 许多 重要 的 公理 体系 (例如 ,代数 中 群 的 公理 ), 正 是 因 
为 不 具备 完备 性 , 才 有 各 种 不 同 构 的 模型 ,从 而 显示 出 广 
泛 的 应 用 。 
4. 公理 化 方法 的 应 用 
认识 对 偶 原 理 ,在 公理 系统 中 是 最 清楚 不 过 的 了 ,这 
也 是 公理 化 方法 的 一 种 重要 应 用 .例如 ,前 面 所 述 的 布尔 
的 公理 ,由 于 每 条 公理 都 包含 两 部 分 ,它们 相互 对 偶 , 亦 
即 布尔 代数 的 公理 是 相互 对 偶 的 , 故 由 布尔 代数 公理 推 
出 的 一 切 结论 亦 必 相互 对 偶 , 从 而 在 布尔 代数 中 ,对 偶 原 
理 成 立 。 
作为 应 用 的 另外 一 例 , 我 们 来 考察 平面 射影 几何 对 
偶 原 理 的 正确 性 .平面 射 影 几 何 公理 共 三 组 ,它们 顺 次 是 
合 公理 .顺序 公理 .连续 公理 .这 里 仅 以 结合 公理 为 例 
说 明 。 四 
平面 射影 几何 结合 公理 : z 
I 通过 两 点 有 且 仅 有 一 条 直线 ; 
1 两 条 直线 通过 且 仅 通过 一 点 ; 
I; 存在 四 点 ,其 中 无 三 点 共 线 ; 
1 若 A4BC 与 人 4 BC' 中 对 应 顶点 的 连 线 44 、 
BB' .CC' 共 点 , 则 对 应 边 的 交 扩 
BCXBC'=P,CAXC'A'=Q,ABX AB'=R 
共 线 (图 2. 10)。 
证 明 1 显然 1 与 1 是 对 偶 的 。 
2” 现 证 六 的 对 侦 成 江 。 
由 公理 1;, 存 在 无 三 点 共 线 的 四 点 A1、4;、A,、4,, 按 
公理 到 和 了 ,存在 直线 
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: 图 2.10 

LAsAsB, ls:hsA1B,, lL,:AiAsB;, 

1,.AAB,, Ll:AAB,, ls:AsAB,. 
其 中 站 |- 

A,A; x AiA, = Bi,AsAi X 4hs = B,, 

AA, xX AsA, = By / : 
这 六 条 直线 是 互 异 的 ,从 而 点 B1、Bi、Bs 与 41、A,、A;、4, 
不 同 ,而 且 Bi 与 Bj; 不同, 例如 说 , 若 Bi = 4, 则 A1、A。、 
A; 将 共 线 L1; 车 B, 三 B,, 则 A、As、A44 共 线 .这 样 ,如 下 的 
四 条 直线 站 ,444 便 是 无 三 线 共 点 的 四 直线 , 故 五 的 对 

个 成立 。 站 

3° 再 证 1 的 对 偶 成 立 , 亦 即 它 的 道 命题 成 立即 已 
知 A4BC 与 A4'BC' 中 ,车 BC Xx B'C' =PC4X 
Ch' 二 Q,AB x A'B' = R 共 线 , 则 AA'、BB'、CC' 共 点 
(图 2. 10) 。 : 

设 AA' X CC' = 0O。 考 察 三 角形 RAA' 、PCC' ,因为 
PQR 共 线 , 亦 即 AC、4'C' 、RP 共 点 于 Q@。, 由 二 知 : 

R4X PC= BRA'’XPC'=B AA XCC=0 
基线 , 亦 即 BB' 过 44' .CC' 的 交点 ,从 而 44 、BB' .CC' 
共 点 于 O, 故 I 对 侦 成立 , 这 样 ,结合 公理 的 对 侦 均 为 真 。 
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同样 可 以 证 明 顺 序 公 理 . 连 续 公理 的 对 偶尔 成 立 , 故 
平面 射影 几何 中 对 偶 原 理 成 立 。 
应 该 指出 ,平面 射影 几何 公理 体系 中 的 是 苗 沙 格 


”命题 ,熟悉 射影 几何 的 读者 都 知道 ,由 于 平面 笛 沙 格 命题 


的 证 明 必 须 借 助 空间 作 图 , 故 对 空间 射影 几何 而 言 ,省 沙 
格 命题 可 以 作为 定理 ,而 对 平面 射影 几何 而 言 , 笛 沙 格 全 
题 必 须 取 作为 公理 9 虽 i, 


6 关系、 映射, 反 演 思维 方式 


关系 .映射 、 反 演 的 思维 方式 ,是 处 理 问 题 的 一 种 普 
遍 思 想 原则 ,其 实质 是 矛盾 转移 法 ,即将 较 困难 的 问题 转 
化 为 较 易 处 理 的 问题 ,以 求 得 问题 的 解决 ,在 数学 中 , 它 
有 广泛 的 应 用 。 
1. 关系 .映射 . 反 演 方 法 的 含义 
关系 映射. 反 演 方法 是 指 如 下 处 理 问题 的 一 种 思想 
原则 : 即 给 定 一 个 含有 目标 原 象 = 的 关系 结构 S, 如 果 能 
”找到 一 个 可 定 映 上 映射 9, 将 5S 上 映 入 或 映 满 $S , 则 可 从 5S"- 
通过 一 定 的 数学 方法 ( 定 映 手续 ) 把 目标 映 象 X* = p(x) 
确定 出 来 ,进而 通过 反 演 Y! 又 可 把 z = 9 1(x*) 确定 出 
来 ,这 样 ,原来 的 问题 就 得 到 了 解决 用 框图 表示 是 : 
WE 
和 | 必定 映 手续 ) 
加 KW < 

其 过 程 有 如 下 的 步骤 : 

关系 -> 有 映 射 > 定 映 -> 反 演 -> 得 解 
加 由 于 关系 、 映射 反 演 的 英文 分 别 为 Relationship、 
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Mapping、Inversion , 故 这 一 方法 又 常 简 记 为 RMI 方 法。 
以 上 叙述 中 ,所 谓 关 系 结构 是 指 彼 此 具有 某 种 或 某 
些 数 学 关系 的 数学 对 象 的 集合 .其 中 ,数学 对 象 则 是 泛 指 
各 个 具体 数学 理论 中 所 涉及 的 数学 概念 。 如 数量 ,向量 、 
函数 .方程 . 泛 函 \ 点. 线 . 面 . 几 何 图 形 、 空 间 、 集 合 . 运 算 、 
算 子 、 群 . 环 , 域 .范畴 等 ,其 共同 特征 是 具有 量 性 、 边 辑 构 
造 性 和 一 义 确定 性 ,而 数学 关系 即 是 数学 对 象 之 间 的 确 
定 关系 ,如 代数 关系 、 序 关系 .拓扑 关系 、 函 数 关 系 等 。 凡 
在 两 类 数学 对 象 或 两 个 数学 集合 的 元 素 之 间 建 立 了 一 种 
“对 应 关系 ” 则 就 说 定义 了 一 个 映射 .显然 这 里 所 说 的 
“映射 ” 一 词 ,与 集合 论 中 的 “映射 ”概念 相 比 ,已 赋 子 了 
更 为 广泛 的 含义 。 若 映射 9 是 可 逆 的 , 则 其 道 映 射 p9 称 
为 “ 反 演 ”。 
例如 , 求 椭 贺 屯 十 点 = 1 的 面积 , 作 仿 射 变换 


上 _ 过 
BB 


0 


则 椭圆 变 为 圆 x'? 十 y? = 1。 若 分 别 以 A、.A" 表示 椭圆 、 
圆 及 它们 的 面积 ,这 里 椭圆 方程 及 其 面积 等 数量 关系 的 
”全 体 便 是 关系 结构 5S,4 是 目标 原 象 ; 圆 方程 .面积 等 的 
全 体 便 是 映 象 关系 结构 5 ,A" 是 目标 映 象 ,又 因 
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9 互 


是 仿 射 变换 的 变 积 系数 , 故 


1 一 
A= ^ /二 = Aab, 


这 里 ,确定 目标 映 象 的 数学 方法 , 亦 即 定 映 手续 ? 便 是 图 
面积 公式 ,其 求解 的 过 程 为 : 


求 扫 十 六 nd ir rE 


| 必 待 解 ) 
亦 即 

(S,A) > CS* ,A') > A’ A, 

2. 关系 .映射 、 反 演 方法 的 渊源 及 其 使 用 要 点 

如 同 数学 定理 的 发 现 和 数学 理论 的 建立 一 样 ,数学 
思维 方式 的 产生 也 是 数学 家 们 在 数学 研究 的 实践 中 不 断 

结 、 提 炼 而 形成 的 .关系 、 上 映射、 反 演 方法 ,就 是 在 科学 

方法 论 的 “化 归 ” 原 则 的 基础 上 ,经 进一步 抽象 .提炼 、 加 
工 后 产生 的 。 

历代 的 数学 家 , 在 数学 研究 的 实践 中 一 直 十 分 注意 
“化 归 ” 原则 的 应 用 , 亦 即 是 注意 把 问题 进行 由 未 知 到 已 
知 、 由 难 到 易 、 由 复杂 到 简单 的 转化 。“ 数 学 之 神 ” 阿 基 米 
德 就 是 最 杰出 的 代表 之 一 。 如 同 马 塞 罗斯 的 传记 作者 洛 
塔 奇 所 说 ;“ 阿 基 米 德 处 理 的 问题 是 最 复杂 而 又 最 困难 
的 ,然而 他 用 于 解决 这 些 问 题 的 方法 却 是 最 简单 而 又 最 
明了 的 .” 阿 基 米 德 晚年 在 一 篇 题 为 (方法 》 的 短文 中 ,总 


gr ! 
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结 了 他 数学 研究 的 方法 指出 :“ 力 学 便于 我 们 发 现 结论 ， 
而 几何 则 能 帮助 我 们 对 结论 作出 证 明 。” 他 坚信 : “在 现 
在 或 未 来 的 研究 者 中 ,一 定 会 有 人 利用 我 这 里 提出 的 方 
法 获得 我 还 不 曾 想到 的 其 他 的 定理 。”[2 阿 基 米 德 自己 
曾 利 用 力学 的 平衡 原理 解决 了 诸如 球体 积 公式 、 抛 物 线 
弓形 面积 等 问题 ,其 思想 方法 就 是 化 归 。 可 以 同时 称 为 哲 
学 家 和 数学 家 的 笛 卡 儿 ,1637 年 发 表 了 他 的 方法 论 专 
著 , 提 出 了 一 种 自称 为 “万 能 ”的 方法 : 

第 一 ,把 任何 问题 化 归 为 数学 问题 ; 

第 二 ,把 任何 数学 问题 化 归 为 代数 问题 ; 

第 三 ,把 任何 代数 问题 化 归 为 方程 式 求解 。 
显然 , 笛 卡 儿 的 所 谓 万 能 模式 不 是 万 能 的 ,但 有 其 重要 应 
”用 ,这 也 正 是 他 赖 以 建立 解析 几何 的 基本 思想 原则 .。 笛 卡 
儿 以 后 ,英国 哲学 家 霍 布 斯 对 此 论述 道 ,“ 从 一 个 愿望 联 
想起 我 们 曾经 看 到 过 的 某 些 方法 与 手段 ,借助 这 些 方法 
与 手段 ,我 们 可 以 得 到 如 所 求 之 目标 那样 一 类 东西 。 他 
还 提出 了 “推理 我 意 谓 计 算 ” 的 思想 ,他 的 这 两 段 论述 ， 
实际 上 可 看 作 化 归 原 则 的 具体 阐述 .这 种 思想 对 后 来 数 
理 逻 辑 的 产生 和 发 展 具 有 重要 意义 .对 化 归 原 则 进行 严 
格 数学 刻画 的 是 关系 、 映 射 . 反 演 方法 , 它 是 通过 数学 对 
象 . 关 系 结构 .映射 、 定 映 、 反 演 . 目 标 原 象 .目标 映 象 、 原 
象 结构 、 映 象 结构 等 科学 语言 ,并 借助 直观 、 明 了 晰 的 框图 
结构 来 完成 的 ,这 种 刻画 标志 着 化 归 原 则 达到 了 新 的 更 
高 的 抽象 程度 和 更 好 的 严密 程度 ,从 而 也 就 具有 更 广泛 
的 应 用 , 故 从 化 归 原 则 到 RMI 原则 的 发 展 ,是 数学 方法 
的 一 次 重要 进步 ,在 这 一 进步 中 作出 贡献 的 是 我 国 数学 
家 徐 利 治 ,是 他 在 1983 年 初版 的 《数学 方法 论 选 讲 》 中 痛 
先 提出 了 这 一 原则 ，。 | 
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在 RMI 思维 方式 的 五 个 组 成 部 分 中 , 除 包含 目标 原 
象 x 的 关系 结构 是 原先 给 定 的 之 外 ,其 余 四 个 部 分 都 由 
选取 的 Y 而 定 , 因 此 9 的 选取 成 为 RMI 思维 方式 的 核心 。 
?的 选取 要 求 是 要 使 得 定 映 手续 % 存 在 , 且 能 容易 地 通过 
少 定 出 z*“ ;这 样 的 选择 是 不 容易 的 ,因而 它 是 使 用 RMI 
方法 的 关键 和 困难 之 所 在 .如果 针对 一 大 类 重要 问题 , 真 
能 找到 一 个 统一 的 、 善 遍 的 映射 法 , 那 对 数学 将 是 一 种 重 
要 的 页 栈 ，。 

3. 关系 映射 、 反 演 方法 的 应 用 

由 于 RMI 方法 是 一 种 处 理 问题 的 普遍 思想 方法 , 因 
而 具有 广泛 的 应 用 , 它 不 仅 可 作为 探求 问题 证 明 的 一 种 
重要 思路 ,而 且 还 可 以 作为 数学 创造 的 一 种 方法 原则 。 

例 1 RMI 方 法 应 用 的 广泛 性 。 

(1) 对 数 方 法 。 

一 个 含有 乘 . 除 、 乘 方 . 开 方 的 复杂 计算 式 ,通过 对 数 
化 为 加 、 减 运算 .这 里 ,映射 ?是 取 对 数 , 定 映 是 查 对 数 表 
计算 , 反 演 是 取 反 对 数 , 故 对 数 方法 是 RMI 方法 的 具体 
应 用 ,其 意义 十 分 重大 , 拉 普 拉 斯 曾 称 道 说 ;“ 对 数 计算 通 
过 缩短 计算 的 时 间 , 而 延长 了 天 文学 家 的 生命 。” 傣 里 略 
还 甚至 说 :“ 给 我 空间 .时 间 及 对 数 ,我 即 可 创造 一 个 字 

(2) 解析 几何 方法 。 

”解析 几何 中 含 目标 原 象 的 关系 结构 是 几何 问题 , 映 
射 p 就 是 建立 坐标 系 进 行 解 析 表 示 , 映 象 关 系 结构 便 是 
相应 的 代数 问题 .从 代数 结论 中 看 出 几何 解释 便 是 反 演 
9 1。 故 解析 几何 方法 亦 是 RMI 方法 的 具体 表现 对 解析 
元 何 的 发 明 , 思 格 斯 评价 道 ;:“ 数 学 中 的 转折 点 是 第 卡 儿 
的 变数 ,有 了 变数 ,运动 进入 了 数学 ,有 了 变数 ,辩证 法 进 
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入 了 数学 ,有 了 变数 ， 微分 和 积分 也 就 立刻 成 为 必要 的 
了 ,而 它们 也 就 立刻 产生 0] 

(3) 数学 模型 方法 。 

数学 模型 方法 中 映射 是 从 现实 原型 到 数学 模型 的 
某 种 对 应 关系 ,模型 中 得 出 的 数学 结论 回 到 现实 原型 上 
就 是 反 演 , 故 数学 模型 方法 实质 亦 是 RMI 方法 的 表现 。 

例 2 代数 问题 映射 为 几何 问题 。 

任 给 8 个 非 等 实数 a1,as,… ,Qs。 证明 : 六 个 数 aias 
十 asaiyaids 十 QsQs a1Q7 十 CzG8gyQ3G5 十 QQ6 A347 十 C4GC8， 
asai 十 asas 中 至 少 有 一 个 是 非 负 的 。 

注意 到 

2(aias 十 Q2Q4) 
= la 十 oz 十 las + asil? — | — as) 
十 (as 一 ai 
一 |ai 十 azi|?: 十 las 十 ail? 一 (a 十 Q27) 

| 一 (as 十 asi) |， 
故 作 上 映射 9: 

di\d2 一 > OA:a， 十 Co2z; 

Q3、Q4 一 OB .a, 十 asi; 

C5 CC6 OC :as 十 ac; 

CT7 、Q8 一 > OD .a, 十 Caz 。 
aliai 十 asd 之 0 傅 | OAl 十 | Cl|: 一 1 也 AI 之 0。 


由 于 四 个 向 量 两 两 交角 中 , 至 少 有 一 个 不 超过 


”二 90°, 不 妨 设 OA.O 的 夹 角 不 超过 90", 在 A4OB 中 
应 用 余弦 定理 
1oAl: + 108|:— |A4B|l:>0, 
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从 而 

QiQ3 十 Qsas4 之 0。 
故 六 个 数 aias 十 azatyaias 十 azasyaiay 十 Qzas yaaQs 十 
didse 9 A347 十 Qsags sasa7 十 Qeas 中 至少 有 一 个 是 非 供 的 。 

这 里 ,目标 原 象 是 一 个 代数 问题 ,通过 映射 w, 化 为 
一 个 几何 问题 , 定 映 手续 乡 是 余 弱 定理 ,证 题 的 思想 体现 
了 RMI 方法 。 

例 3 三 阶 幻 方 的 个 数 。 

三 阶 幻 方 ,用 1,2,… ,9 九 个 数字 组 成 , 幻 和 为 15。, 和 大 
9 个 位 置 按 行 的 顺序 依次 为 zi ,zsz，…ze，, 则 按 行列 两 对 
角 线 及 幻 和 的 顺序 排列 ,有 方程 组 

AX = B, 
其 中 

以 一 (ziyzy…yZo) ， 


B= (5,15,.…,15,45)", 


111000000 
000111000 
000000111 
100100100 
A=|1010010010|。 
001001001 
100010001 
001010100 
1l1lillllll 


将 (A B) 进行 初等 变换 ， 使 对 角 线 元 素 化 为 1, 而 得 
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1000000 0 1:10 
0100000 1 0;10 
0010000 一 1 一 1 一 5 
000 1000 一 1 一 2i:—10 
0000100 0 0 | 5 
0000010 1 2:20 
|oo00001 1 1i;15 
0000000.0 0:0 
0000000 0 0 0 
则 AX = B 的 解 为 


[zi 二 10 zs 
rz = 10 Xs 
Xs 一 一 8 十 下 十 Z9 
Xx, 一 一 10 十 za 十 2Z7Zs 
Xs 二 5 
Xe = 20 ~ Xs — 29 
XxX; = 15 Ts— Xoo : 
上 式 中 xs、zs 可 以 是 任意 的 ,但 由 于 要 求 (zx;，… ,zz，) 
是 (1,2,…,9) 的 一 个 排列 , 故 只 有 当 (zsy,zs) 为 (1,6); 
(1;8); (3,4); (3,8); (7,2); (7,6); (9,2); (9,4) 时 有 
解 . 但 这 8 个 解 都 和 图 2.4 中 的 三 阶 幻 方 同 构 。 如 (zsyzs) 
为 (1,6) 时 ,得 图 2.4 中 的 幻 方 , 而 当 (zs,zs) 为 (1,8) 时 ， 
所 对 应 的 幻 方 可 由 图 2.4 中 的 幻 方 按 中 间 列 反射 而 得 。 
像 这 样 一 个 可 由 男 一 个 经 反射 或 旋转 后 得 到 的 两 个 幻 
方 , 称 为 是 同 构 的 。 故 三 阶 幻 方 在 同 构 的 意义 下 只 有 一 
个 。 : | 
上 上述 解法 中 的 映射 是 将 幻 方 问题 对 应 一 个 9 入 10 
和 矩阵 后 求解 的 , 定 映 的 手续 是 矩阵 的 初等 变换 。 


2.7 反例 思维 方式 


举 反例 也 是 数学 的 重要 思维 方式 ,可 以 说 反例 与 证 
明 同 样 重要 , 它 是 一 个 问题 的 两 个 侧面 ,如同 数学 家 
B. R. 盖 尔 鲍 姆 ,J. M.H 奥 姆 斯 特 德 所 指出 的 :“ 数 学 由 
两 大 类 证 明和 反例 组 成 .而 数学 发 现 也 是 朝 首 两 个 
出 证 明和 构造 反例 。”** 

1. 反例 的 实质 及 其 作用 

数学 中 的 反例 通常 是 指 推翻 某 个 命题 成 立 的 例子 。 
例如 ,车 PQ 为 简单 命题 ,由 真 值 表 知 ,复合 命题 “者 P 
则 Q” 假 , 当 且 仅 当 PP 真 且 Q@ 假 ,因而 推翻 复合 命题 “者 了 
则 Q” 成 立 的 反例 就 是 PP 真 且 QQ 假 中 的 一 个 例子 ,显然 ， 
反例 的 实质 就 是 证 伪 . 即 要 证 明 “ 若 P 则 Q” 为 假 , 当 举 出 
了 P 真 且 Q 假 的 某 一 例子 后 , 便 达 到 了 证 伪 的 目的 。 

反例 根据 数学 命题 的 构成 可 分 为 不 同 的 类 型 ,主要 
的 有 如 下 几 种 。 

(1) 简单 命题 的 反例 。 

性 质 型 简单 命题 , 有 四 种 基本 形式 ， 即 金 称 肯定 章 
盯 ,全 称 否定 判断 , 特 称 肯 定 判 断 和 特 称 否定 判断 , 则 断 
定 全 称 肯定 判断 (所 有 S 都 是 P) 为 假 的 反例 是 特 称 否 定 
判断 (有 S 不 是 P) ,而 断定 全 称 否定 判断 (所 有 S 都 不 是 
P) 为 假 的 反例 ,是 特 称 肯定 判断 (有 S 是 了 ) .用 量词 表 
示 为 : : : 
Y xzF(zx) ,其 反例 形式 为 3 x F(x); (1) 

Y TF(Cz) ,其 反例 形式 为 3 TXF(x)。(2) 

例如 ,1640 年 , 费 玛 (Fermat) 提出 了 J“ 形 如 2 十 1 
为 非 负 整数 ) 的 数 都 是 素数 ”的 猜想 .1732 年 , 欧 拉 指出 ， 


当 n = 二 5 了 时 ， 

2: 十 1 一 4294967297 一 641 X 6700417 
是 合 数 . 欧 拉 对 n = 5 的 例子 就 是 推翻 费 玛 猜想 的 反例 。 
前 者 是 全 称 肯 定 判 断 , 后 者 是 特 称 否定 判断 。 

(2) 充分 条 件 . 必 要 条 件 的 反例 。 

要 断定 “PP 是 驴 的 充分 条 件 ” 为 假 的 反例 ,是 已 真 且 
Q 假 的 例子 , 亦 即 P 人 豆 的 例子 .斯 定 “ 忆 是 入 的 必要 条 
件 ” 为 假 的 反例 ,是 Q@ 真 是 了 假 的 例子 ,因为 P 是 @ 的 必 
要 条 件 , 则 Q@ 是 PP 的 充分 条 件 , 从 而 反例 是 Q 真 且 P 假 的 
例子 .例如 ,要 断定 “函数 在 一 点 可 微 是 其 在 该 点 连续 的 
必要 条 件 ” 为 假 , 只 要 找 出 函数 在 一 点 连续 但 不 可 币 


的 例子 。 比 如 ， 反例 y 一 YZ, 它 在 z = 二 0 处 连续 但 不 可 
微 。 : 

(3) 条 件 变化 的 反例 ， : 
”许多 数学 命题 ,其 条 件 有 和 多 个 ， 这 时 条 件 变化 (增加 、 
减少 或 更 换 ) 时 导致 命题 为 假 的 反例 就 是 条 件 变 化 的 反 

例 。 

例如 ,数学 分 析 中 , 罗 尔 定理 中 有 条 件 : 

1” f(z) 在 ta,b] 上 连续 ; z 

2” f(z) 在 (a,6b) 内 可 导 ， 

3° fla) = f04)., 
结论 是 ;至 少 存在 6 € (a,5), 使 (8) = 0。 这 三 个 条 件 
缺 一 不 可 .针对 不 满足 某 一 条 件 定理 为 假 ,都 可 制作 不 同 
类 型 的 反例 。 如 对 和 条件 1 不 满足 时 有 反例 :y 一 工 
一 [zzE [0,1)。 这 例 中 ,条 件 2"、3" 成 立 ,但 罗 尔 定理 
不 成 立 。 因 为 它 在 除 工 二 1 以 外 连续 。 又 对 条 件 3 不满 息 
时 有 反例 :y 二 zz € [0,1)。 这 时 条 件 1*、2° 满足 ， 但 
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f(0) 关 f(1), 罗 尔 定理 不 成 立 。 

反例 的 作用 是 十 分 明显 的 : 
: (1) 通过 反例 ,可 以 发 现 数学 中 原 有 理论 的 局 限 性 

和 不 足 , 从 而 推动 数学 不 断 向 前 发 展 。 : 

数学 史上 这 样 的 例子 是 不 胜 枚 举 的 。 例如 ,公元 前 5 
世纪 , 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 希 帕 索 斯 (Hippasus) 发 现 了 等 
腰 直 角 三 角形 的 直角 边 与 斜 边 无 公 度 ,其 实质 是 该 学 派 
关于 宇 窗 间 的 一 切 数量 关系 都 可 以 归结 为 整数 或 整数 比 
的 反例 。 这 一 反例 的 深刻 意义 ,如 同 M. 克 莱 因 所 指出 
的 , “不 可 公 度 长 的 发 现 对 Pythagoras 派 哲 学 是 那么 可 
翡 的 打击 :不 可 公 度 长 之 比 竟然 不 能 用 整数 之 比 来 表示 ，。 
此 外 ,他 们 相信 一 直线 是 由 有 限 个 点 (他 们 把 它 和 物理 质 
点 视 为 等 同 ) 组 成 的 ;但 对 V2 那 祥 的 长 就 不 可 能 是 如 
此 。 如 果 他 们 把 无 理 数 当 作 数 来 接受 ,他 们 那个 视 整 数 为 
至 上 的 哲学 就 要 垮台 。?”57 在 反例 的 推动 下 ,无 理 数 进入 
了 人 们 的 研究 领域 ;公元 前 3 世纪 , 欧 几 里 得 在 《几何 原 
本 》 的 第 十 篇 中 讨论 了 几何 代数 法 里 出 现 的 无 理 量 ,又 
在 第 十 篇 的 第 三 章 中 给 出 了 V2 为 无 理 数 的 证 明 。19 世 
纪 后 期 ,数学 家 们 已 不 再 把 连续 性 与 可 微 性 混为一谈 ,但 
他 们 仍 相信 ,连续 函数 除 个 别 点 外 总 是 处 处 可 微 的 .1872 
年 ,当时 已 是 57 岁 的 外 尔 斯 特 拉 斯 构 作 了 如 下 处 处 连续 
却 处 处 不 可 微 的 函数 


六 (z) 一 2 brcos (an rz), zx E€ (一 coco, 十 00)。 


其 中 ,a 是 奇 整数 ,5 是 0 与 1 间 的 实数 ,而 ab 之 1 十 训 。 


其 图 象 是 一 条 连续 不 断 的 曲线 ,但 处 处 见 棱 见 角 . 外 尔 其 
特 拉 斯 的 反例 ,促使 人 们 认真 检查 分 析 的 理论 基础 ,从 而 


二 数学 的 基本 思维 方式 99 


形成 了 尔后 的 “分 析 算 术 化 ”运动 ,对 数学 的 继续 发 展 有 
着 深远 的 影响 。 

又 如 ,1779 年 , 欧 拉 发 表 了 一 篇 题 为 《有 关 一 类 新 幻 
方 》 的 论文 ,文中 他 引进 了 被 后 人 称 做 为 正 交 拉丁 方 的 
概念 ,用 以 构 作 幻 方 所谓 拉丁 方 是 一 种 n Xn 方 阵 , 若 
用 ”种 符号 填 进 这 方 阵 后 ,每 行 每 列 都 出 现 全 部 符号 .两 
个 阶 拉丁 方 车 对 应 位 置 的 字母 组 成 数 偶 ,这 样 x? 个 数 
偶 均 不 同 ,就 称 为 正 交 的 。 对 正 交 拉丁 方 , 欧 拉 断 言 :“ 我 
豪 不 迟疑 地 下 这 样 的 结论 ,不 可 能 构 作 一 对 正 交 的 6 阶 
拉丁 方 ,而 且 这 结论 亦 可 推广 至 10 阶 ,14 阶 …… 的 情 
形 , 即 是 当 阶 数 是 二 乘 一 个 奇数 的 情形 ”3 本 世纪 50 
年 代 ,原籍 印度 的 美国 数学 家 玻 色 (Bose) 和 他 的 学 生 西 
里 克 汉 特 (Shrikhande) 找到 了 一 对 22 阶 的 正 交 拉丁 方 ， 
随后 美国 数学 家 派克 (Parker) 亦 找到 了 一 对 10 阶 正 交 
拉丁 方 ,这 些 反 例 推 翻 了 欧 拉 的 狂想。 不久, 他们 还 合作 
证 明了 一 个 极为 漂亮 的 定理 : 除 n = 2 和 6 以 外 ,总 存在 
一 对 正 交 和 的 阶 拉 丁 方 , 正 交 拉丁 方 的 研究 ,推动 了 x 阶 
射影 平面 存在 性 的 讨论 .1938 年 玻 色 证 明了 一 个 n(n 二 
2) 阶 射影 平面 相当 于 一 1 个 两 两 正 交 的 4n 阶 拉丁 方 ,至 
目前 ,n= 二 10,12,14,15,18,… 阶 射影 平面 是 否 存在 尚 属 
未 知 。 例 如 ,2 = 10 的 问题 ,被 归结 为 是 否 有 9 个 两 两 正 
交 的 10 阶 拉丁 方 问题 .迄今 连 3 个 两 两 正 交 的 10 阶 拉丁 
方 也 还 没有 找到 。 可 见 , 反 例 对 人 们 思维 的 刺激 是 何等 
强烈 。 

(2) 反例 对 理解 和 深化 概念 具有 重要 意义 。 

一 个 正确 的 认识 往往 要 经 过 正 反 两 方面 的 比较 和 鉴 
别 才能 确立 ,反例 通过 证 伪 从 反方 向 帮助 人 们 理解 概念 
各 加深 对 概念 的 认识 ,例如 ,外 尔 斯 特 拉 斯 的 著名 反例 ， 
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对 深化 人 们 搞 清 连续 与 可 微 间 的 关系 是 不 可 多 得 的 。 罗 
尔 定理 的 条 件 型 反例 ,对 加 深入 们 对 定理 的 理解 也 是 很 
有 帮助 的 .又 如 ,关于 周期 函数 的 最 小 正 周期 ,人 们 常 认 
为 ,一 个 周期 函数 必 有 最 小 正 周期 ， 但 如 下 的 反例 却 澄清 


了 这 一 认识 : 
1,z 为 有 理 数 ， 

设 f(x) = ' 1 ,xz 为 无 理 数 ， 
这 是 以 任何 有 理 数 工 为 周期 的 函数 .因为 z 为 有 理 数 时 ， 
z 十 了 也 为 有 理 数 ,zx 为 无 理 数 时 ,zx 十 了 亦 为 讯 理 数 ,从 
而 

1 ,7 为 有 理 数 。 

at+n=| 1,z 为 无 理 数 ， 
但 有 理 数 了 无 最 小 正 有 理 数 , 故 f(x) 是 周期 函数 但 无 最 
小 正 周期 。 

2. 反例 的 构造 方法 

构造 反例 是 一 种 从 无 到 有 的 创造 , 它 对 人 们 思维 素 
_ 质 的 锤炼 和 数学 能 力 的 培养 都 具有 重要 的 意义 。 

反例 的 构造 可 从 如 下 一 些 方面 入 手 进 行 。 

(1) 通过 寻找 反例 成 立 的 范围 来 构造 反例 。 

车 P.Q 为 两 个 简单 命题 ,其 外 延 分 别 为 集合 4、B， 
则 “车 P 则 Q” 的 证 明 转化 为 A 己 B 的 证 明 .而 证 明 命 题 
不 成 立 的 反例 就 是 要 构造 A 站 百 中 的 例子 , 故 A 们 8B 就 
是 反例 成 立 的 范围 。 当 寻找 到 了 这 一 范围 ,反例 也 就 得 到 
了 构造 。 
例 1 试 构 作 命题 “过 圆锥 的 两 条 母线 所 作 的 一 切 
截面 中 ,以 轴 截 面 的 面积 最 大 ”的 反例 。 

设 P4B 为 过 圆锥 的 两 条 母线 的 截面 , 项 角 为 ， 

PBC 是 轴 截 面 , 顶 角 为 x( 图 2.11)。 . 


.dl 101 
要 构造 结论 不 成 立 的 反例 , 即 要 求 
S 人 BPC 一 FL?sina 


一 二 fsinp — Sgpa 
Osina < sing, 


所 以 ,0 过 a 二 8 过 己 , 或 


Th<a<n, 


图 2.11 


若 取 a = Sr,B = 也 便 得 反例 ， 

DABPC = Ya ~、 3 一 DABPA。 
从 而 ,给 出 的 命题 “过 圆锥 的 两 条 母线 所 作 的 一 切 截面 
中 ,以 轴 截面 的 面积 最 大 ”是 不 成 立 的 ， 
例 2 已 知 命题 * 设 一 个 三 角形 的 三 个 角 和 和 两边 与 
另 一 个 三 角形 的 三 个 角 和 和 两边 分 别 相 等 , 则 这 两 个 三 角 
形 全 等 ?>。 试 构造 其 证 伪 的 反例 。 

设 一 三 角形 的 三 边 为 a 二 5 二 6c, 田 一 三 角形 的 三 边 
为 6 二 c 过 4 由 条 件 知 两 三 角形 是 相似 的 .为 构造 反例 ， 
设 


a 6b 
注意 到 a 十 8 盖 c, 即 < 十 adag 盖 aq 或 和 一 4 一 1 过 0。 


则 有 1 < < 上 十。 


故 反例 成 并 的 范围 是 1 一 4 一 
取 4 一 1(n > 2),a 到 便 得 反例 ; 


j++ V5 
9 心 
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Q& 一 130 一 1 人 (十 1)c 一 2 十 1 和 

b=nin 二 Dc=ntnt 1) ,d= (n+ 1 
这 两 三 角形 三 角 、 两 边 分 别 相等 ,但 图 形 不 全 等 。 

本 例 说 明 三 角形 全 等 判定 中 ,对 应 ”两 字 是 不 可 忽 
视 的 。 : 

(2) 从 考察 问题 的 极端 情况 中 构造 反例 。 

具有 一 定性 态 的 数学 对 象 , 常 在 某 些 极端 情况 发 生 
质变 。 故 构造 “车 P 则 Q” 的 反例 , 常 考虑 命题 P 所 渐 吝 的 
对 象 在 边界 点 、 奇 点 .极限 点 等 的 特殊 情况 下 ,命题 @ 所 
断言 的 性 态 的 变化 入 手 。 

例如 ,y = 二 |z| 处 处 连续 ,但 在 + = .0 处 不 可 微 ， 对 这 
一 反例 的 构造 , 正 是 着 眼 于 函数 y= 一 |zj 在 z 一 0 这 一 奇 
蜡 点 上 的 性 态 变 化 。 

(3) 类 比 已 知 反 例 构造 新 反例 。 | 

数学 中 相伴 出 现 的 一 些 对 象 ,如 低 次 与 高 次 ,一 元 与 
多 元 , 低 维 与 高 维 等 ,它们 既 有 区 别 , 又 有 联系 ,这 种 情况 
为 类 比方 法 的 应 用 提供 了 广阔 的 背景 ,从 而 也 为 反例 的 
构造 提供 了 方法 。 : 

设 zE€ANn 万 ,为 “ 若 Pi 则 QQ” 的 反例 (41、Bi 为 
P,Q, 外 延 的 集合 ) .又 <“ 若 Pi 则 Q1” 的 类 比 物 是 “ 石 了 ， 
则 Q,”,zz 又 是 zi 的 类 比 物 , 则 z+; € A;s 门 B; 往往 成 立 
(A,、B; 是 P,、Q; 外 延 的 集合 ) 。 亦 即 构 作 “ 若 PP; 则 QR” 的 
反例 可 通过 类 比 “ 若 Pi 则 Qi” 的 反例 来 进行 。 

例 3 “空间 一 点 了 到 一 个 上古 四 面体 四 个 顶点 的 踪 
离 相等 , 则 P 点 的 位 置 必定 在 形 内 ”。 试 构造 其 证 伪 的 有 反 
例 。 

器 四 面体 的 类 比 物 是 平面 凸 四 边 形 . 故 本 题 在 平面 
内 的 类 比 命题 是 : 
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“平面 一 点 P 到 一 个 是 四边形 四 个 顶点 的 距离 相等 ， 
则 已 点 的 位 置 必定 在 形 内 。” 

已 知 平面 内 的 上 述 命题 证 其 伪 的 反例 是 : 

以 线段 4B 为 直径 作 半圆 ,在 半圆 周 上 取 两 个 异 于 
A、B 的 点 ,并 与 4、B 相 连 得 一 四 边 形 , 则 4B 之 中 点 到 
四 边 形 各 顶点 的 距离 相等 .这 时 ,P 在 四 边 形 的 边 上 。 和 者 
在 上 述 半圆 周 上 取 不 同 于 4、B 的 相 异 四 点 得 一 四 边 形 ， 
则 P 在 四 边 形 外 。 若 所 取 的 四 点 是 以 AB 为 直径 的 整个 
圆 的 内 接 正 方形 的 四 个 项 点 ,这 时 了 在 四 边 形 内 。 亦 即 在 
前 两 种 情况 下 ,是 否定 上 述 命 题 的 反例 。 

用 类 比 法 构 作 本 例 问 题 的 反例 为 : 

设 有 一 球 ,在 球 的 任 一 过 球 心 的 截面 大 加 上 任 取 二 
点 A4、.B.C, 并 使 这 三 点 三 等 分 大 圆 ,再 在 半球 面 上 任 取 
一 点 , 则 球 心 至 四 点 的 距离 相等 ,而 球 心 P 在 四 面体 的 面 
ABC 上 。 若 所 取 的 四 点 , 均 在 过 球 心 大 圆 截 面 的 一 侧 , 这 
时 球 心 P 至 四 点 等 距 , 但 P 在 四 面体 外 部 . 若 所 取 的 四 扣 
是 球 的 内 接 正四 面体 的 四 个 顶点 ,此 时 球 心 了 在 四 面体 
的 内 部 .而 前 两 种 情况 ,就 是 否定 本 例 命题 的 反例 。 

(4) 借助 直观 构造 反例 。 

若 要 构造 的 反例 所 涉及 的 内 容 有 比较 明显 的 几何 特 
征 时 ,这 时 构造 工作 可 借助 直观 来 进行 。 

例 4 “已 知 Ti、T: 分 别 是 f(z)、g (zx) 的 最 小 正 周 
期 , 则 T, .7T: 的 最 小 公 倍 数 是 f(x) 十 g(xz) 的 最 小 正 周 
期 ”. 试 构造 否定 这 命题 的 反例 。 

由 于 函数 的 周期 性 有 明显 的 几何 特征 , 故 可 借助 直 
观 进行 构造 。 

我 们 设计 当 T, =T: = 了 时 ,jz) 十 g(z) 的 周期 反 
而 缩小 了 .如 图 2.12(1)、(2) 中 f(z)、g (zx) 周期 均 为 了 ，- 
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| 图 2.12 
但 f(z) 十 g(x) 周期 却 为 三 (图 2.12C3))。f(z) 在 了 内 
的 图 象 有 三 段 组 成 ,前 两 段 是 相同 的 一 升 一 降 的 两 段 折 
线 ,第 三 段 重 合 于 z 轴 。 而 g(z) 前 两 段 重合 于 z 轴 ,第 三 
段 是 一 升 一 降 的 折线 。 : 
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思维 方法 是 思维 方式 的 重要 组 成 部 分 ,是 主体 思维 
活动 为 实现 一 定 思维 目的 所 采用 的 规则 、 手 段 、 途 径 和 技 
能 技巧 构成 的 综合 体 .数学 中 的 概念 .原理 .原则 和 方法 ， 
纺 含 着 极为 丰富 .深刻 的 思想 , 它 是 数学 思维 方法 因而 也 
是 数学 思维 方式 的 重要 组 成 部 分 ,研究 数学 中 的 思维 方 
式 和 方法 , 离 不 开 对 数学 的 重要 概念 .原理 ,原则 和 方法 
的 探讨 .本 章 我 们 将 展示 在 数学 、 自 然 科学 、 社 会 科学 中 
起 基础 作用 的 若干 数学 概念 .原理 .原则 和 方法 ,揭示 其 
深刻 的 思想 内 容 , 探 讨 其 在 “外 部 世界 的 科学 ”和 数学 
“自己 的 研究 领域 ” 中 的 重要 应 用 。 


3. ] 集合 论 思 想 与 计数 原理 


1. 康 托 的 集合 论 思 想 

集合 论 是 由 德国 数学 家 乔治 ， 康 托 (Ceorg Cantor) 
创立 的 ,其 基本 原则 或 思想 方法 ,不 外 乎 概括 原则 、 外 延 
原则 ,一 一 对 应 原则 ,对 角 线 方法 及 其 实 无 穷 思 想 。 
Gy) 概括 原则 与 实 无 穷 思 想 。 

概括 原则 是 指 : 对 于 任 一 性 质 p， 我 们 就 能 且 仅 能 把 
所 有 满足 给 定性 质 p 的 对 象 g 汇集 在 一 起 而 构成 一 个 集 
合 G 的 这 样 一 种 造 集 原则 。 用 符号 表示 即 为 : 
G= {glp(g8)} 或 VY gl(g € Ce> 记 ED))。 
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关于 “集合” 本身 的 含义 , 康 托 曾 作 过 描述 说 ;:“ 把 一 
些 明确 的 (确定 的 ) .彼此 有 区 别 的 .具体 的 或 想象 中 抽象 
的 东西 看 作 一 个 整体 , 便 叫 作 集 合 。*2 这 里 , 康 托 用 整 
体 来 说 明和 集合 ,不 能 称 为 集合 的 定义 ,实际 是 一 种 同 义 肥 
复 .迄今 为 止 ,一 切 想 要 对 集合 作出 所 谓 严谨 的 、 合 乎 数 
学 要 求 的 定义 的 尝试 都 没有 成 功 ,以 致 近代 公理 集合 论 
者 ,都 放弃 了 对 集合 下 定义 的 做 法 ， 而 把 它 作为 基本 概念 
用 公理 加 以 隐 和 定义 。 

概括 原则 的 采用 ， 立即 在 数学 中 引入 了 实 无 穷 思想 ， 
因为 满足 条 件 pl(g) 的 g 当然 可 以 是 无 限 多 的 。 

(2) 外 延 原 则 。 

外 延 原则 是 指 两 个 集合 A、B， 当 且 仅 当 它们 的 元 素 
完全 相同 时 , 才 把 它们 看 作 是 相同 的 , 即 

和 一 B OY rr € Awzr € B). 
根据 外 延 原则 可 产生 集合 的 包含 关系 和 并 、 交 、 差 等 运 
算 , 其 性 质 类 似 于 数 的 加 、 乘 \ 减 运算 ， 但 也 有 很 多 不 网 之 
处 .例如 ， 

(A—B)UB= AUB. 
只 有 在 B 和 4 的 特殊 情况 之 下 才 有 

(A 一 B)UB= A( 见 图 3.1)。 


(A—BUB=AUB (4—B)UB=A4 


: 图 3.1 
如 果 说 康 托 的 概括 原则 保证 了 各 种 不 同 集合 的 存在 


re 
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性 ,那么 外 延 原则 则 保证 了 集合 的 确定 性 。 

(3) 一 一 对 应 原则 与 对 角 线 方法 。 

一 一 对 应 原则 是 指 , 若 集 合 4 与 集合 B 的 元 素 之 间 
建立 了 一 一 对 应 关系 , 则 集合 4 与 B 有 相同 的 势 ( 或 基 


数 ), 记 为 4 = 8B 或 14| = 1B1, 并 称 这 样 的 两 个 集合 是 
对 等 的 , 记 作 4 二 B. 这 是 康 托 1878 年 在 4 克 药 尔 杂志 ) 
上 发 表 的 题 为 《集合 论 ) 的 文章 中 提出 的 .这 一 原则 揭示 
了 无 穷 集 的 这 样 一 个 本 质 特征 , 即 其 整体 与 部 分 在 数量 
上 是 可 以 处 于 同等 地 位 的 。 例 如 ,自然 数 集 与 其 平方 数 集 
在 元 素 的 个 数 上 对 等 ,但 后 者 却 是 前 者 的 部 分 .所 说 的 一 
一 对 应 原则 和 对 角 线 方法 结合 起 来 还 能 进一步 揭示 如 下 
事实 ; 即 无 穷 集合 不 是 清一色 的 , 它 既 存在 像 自 然 数 集 六 
那样 的 可 数 无 穷 集 ,又 有 实数 集 那样 的 不 可 数 无 穷 集 。 其 
中 前 者 的 势 记 为 六 ( 阿 列 夫 零 ) ,后 者 的 势 记 为 C, 称 为 连 
续 统 势 , 而 有 理 数 集 也 是 可 数 无 穷 集 ,[0,1] 中 的 全 体 实 
数 是 不 可 数 无 穷 集 ,这 些 都 可 用 康 托 的 对 角 线 方法 证 明 。 
对 于 不 同 无 穷 集 基 数 大 小 的 比较 , 康 托 的 思想 是 : 若 无 穷 
集 4 与 B, 当 B 与 4 的 一 个 子 集 构成 一 一 对 应 ,而 A 却 不 
能 与 B 的 任何 子 集 构成 一 一 对 应 , 则 称 4 的 基数 大 于 也 
的 基数 ,他 认定 最 小 的 无 穷 势 是 % ,而 C 是 否 是 紧 跟着 
%, 后 的 无 穷 势 ? 康 托 认为 答案 是 肯定 的 , 即 不 存在 任何 
势 人 能 使 六 < 雪 包 二 C， 但 无 法 证 明 。 这 就 是 著名 的 连续 
统 假 设 。 

对 康 托 集合 论 思想 的 深层 次 理解 ,不 能 不 涉及 关于 
罗素 悖 论 的 问题 ,这 是 罗素 在 1901 年 发 现 的 。 

所 有 集合 按 其 是 否 属于 它 本 身 , 可 分 类 为 “本 身分 子 
集 ”(“ 非 常 集 ”) 和 “ 非 本 身分 子 集 ”(“ 正 常 集 ”)。 前 者 , 集 
会 自身 也 是 该 集合 的 一 个 元 素 。 例 如 , “一 切 概念 组 成 的 
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集合 ”, 由 于 它 本 身 也 是 一 个 概念 ,所 以 也 是 该 集合 的 一 
个 元 素 。 后 者 ,集合 自身 不 是 它 的 一 个 元 素 。 例 如 ,“ 自 然 
数 集 ”, 它 本 身 不 是 某 个 自然 数 , 故 它 是 “ 非 本 身分 子 集 ”。 
现 考虑 “一 切 非 本 身分 子 集 的 集合 S”,S 属于 哪 一 
类 ? 设 $ 是 本 身分 子 集 , 则 $ 为 其 自身 的 一 个 元 素 , 而 由 3 
的 定义 , 它 的 每 一 元 素 都 是 非 本 身分 子 集 , 则 $ 是 非 本 身 
“分 子 集 。 又 设 $ 是 非 本 身分 子 集 , 而 一 切 非 本 身分 子 集 已 
都 包含 在 S 之 中 了 ,所 以 S 也 一 定 在 S 之 中 , 按 定 义 ,S 是 
” 本身 分子 集 。 即 无 论 怎样 都 有 矛盾 ,这 就 是 著名 的 罗素 悖 
论 。 | 
现在 大 多 数 数学 家 认为 集合 论 悖 论 的 出 现 ,原因 在 
于 利用 概括 原则 造 集 的 任意 性 太 大 ,因而 立足 于 修改 概 
括 原则 , 即 对 概括 原则 的 造 集 的 任意 性 加 以 适当 的 限制 ， 
而 去 排除 悖 论 的 出 现 , 这 就 导致 了 近代 公理 集合 论 的 发 
展 。 例 如 ,ZFC 系统 就 是 以 经 典 二 值 逻 辑 为 逻辑 工具 ,并 
以 “集合 ”、“ 属 于 ”为 基本 概念 ,再 加 上 外 延 , 空 集 、 对 偶 、 
并 集 、 竺 集 、 子 集 .无限 、 选 择 、 代 换 、 正 则 等 10 条 非 逻辑 
公理 构成 的 在 这 系统 中 ,能 排除 至 今 已 出 现 的 那些 悖 
论 ,但 尚 不 能 保证 在 这 系统 中 水 不 出 现 新 的 悖 论 ,因为 
ZFC 系统 本 身 的 无 矛盾 性 并 没有 被 证 明 。 
目前 ,集合 论 已 经 成 为 现代 数学 的 理论 基础 ,例如 ， 
近代 实 变 函 数论 的 发 展 是 以 集合 论 作为 其 前 提 的 。 没 有 
集合 论 , 显 然 不 会 有 近代 的 测度 论 ,不 会 有 描述 性 的 实 变 
函数 论 . 又 如 ,在 近代 数学 发 展 中 占有 重要 地 位 的 抽象 空 
间 理 论 , 无 非 都 是 具有 各 种 特殊 结论 的 无 限 集 , 在 代数 
中 ,近世 代数 讨论 的 是 具有 某 些 结合 规律 的 元 素 系统 的 
构造 ,不 仅 以 集合 论 概念 作为 其 基础 ,而且 还 渗透 了 集合 
论 的 许多 思想 方法 ,正如 亚历山大 洛 夫 所 指出 的 ,“ 集 合 


va 
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的 思想 与 概念 已 经 渗透 到 所 有 的 数学 分 支 , 并 且 改 变 了 
它们 的 面貌 ,所 以 不 熟悉 集合 论 的 原理 就 不 可 能 对 近代 
数学 获得 正确 的 理解 .”] 这 些 都 表明 , 康 托 创立 集合 论 “ 
的 意义 是 十 分 重大 的 ,借用 罗素 的 话 表述 : 它 “ 可 能 是 这 
个 时 代 所 有 能 夸耀 的 最 巨大 的 工作 ”。 

例 1 外 延 原则 的 应 用 。 

设 全 集 T = {zx|z 为 小 于 20 的 正 偶 数 }), 若 4 人 
一 {12,14},A 门 B= {2,4,16,18},4 门 B= 儿 , 求 集合 
A.B, 

考虑 由 外 延 原 则 建立 的 集合 运算 性 质 : 

5=E5n4U4=CGna4)UGCGn4) 

= (BNMA)USG=BNA = (12,14), 

故 B 一 {2,4,6,8,10,16,18})。 

同 理 ,2 =AN (BUB= ANBUGAND) 
一 A 站 B= 1{2,4,16,18), 夏 A= 1{6,8,10,12,14}。 

考虑 的 方法 还 可 如 下 入 手 : 

(ANB)UCGANBIUANBIU ANMEB) 
=[ANB UANBIU {ANB UAINTGA 
NN B) U B)) 
—[(A4NBUANBIULGYU AN GAU BB) 
=[(4NBUANBIULENAU AN EB) 
一 了 
今 志 站 巨 = 区, 故 从 了 中 除去 4 人 和 4 如 的 元 素 
后 ,余下 的 即 是 4 B 的 元 素 , 则 

ANB= {6,8,10). : 
因 6.8、10 这 三 个 元 素 既 在 4 中 又 在 吾 中 ,将 它们 与 入 4 
门 五 中 , 便 得 4 的 元 素 。 将 它们 写 入 4 门 互 中 , 便 得 召 的 
元 素 。 
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例 2 对 角 线 方法 思考 之 案例 。 

证 明 实 数 集 的 不 可 数 性 , 康 托 的 方法 是 首先 证 明 [0， 
”1] 上 的 全 体 实数 集 M 是 不 可 数 集 ,否则 , 若 设 M 为 一 可 
数 集 , 则 计 应 与 自然 数 集 入 对 等 , 即 M 二 NN。 于 是 它们 间 
可 建立 一 一 对 应 关系 。 若 [0,1j 中 的 每 一 实数 表 成 无 限 
小 数 0. pi1p，… 则 


: M, 《aa 9 人 2 9 人 39 Ce 


N:.{1, 2,3," “9 71»" 


坷 把 MM 的 一 切 完 的 小 数 表示 式 写 出 并 依次 排列 ， 则 有 
NM 


Ey 


loa 一 0, pupi2* pir,* 
La = 0. pap22'"* Pp2n'"* 
da 一 = 0. papae** Pan** 


hd 0. Pal Prn2"** Prn'** 


现 用 如 下 方法 构造 一 个 实数 


如 果 选 取 gi 关 pu,9z 天 ja 天 Pr 那么 这 个 gq 
E [0,1j, 但 数 g 和 a 中 任何 一 个 数 都 不 相同 ;这 是 矛盾 
的 , 故 [0,1j] 中 的 全 体 实 数 集 M 必 是 不 可 数 集 , 从 而 KR 亦 是 
不 可 数 集 。 如 上 构 作 新 实数 4 并 确证 实数 集 R 为 不 可 数 
的 过 程 便 是 康 托 的 对 角 线 方法 的 一 种 形式 。 

2. 计数 原理 及 计数 问题 

集合 的 基数 是 从 数量 关系 上 刻画 集合 概念 的 本 质 特 
征 的 .研究 集合 间 各 种 不 同情 况 下 的 基数 关系 ,是 组 合 数 
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学 中 的 重要 内 容 。 所 谓 计 数 原理 指 的 就 是 处 理 组 合 数学 
中 这 类 重要 问题 所 遵循 的 思想 、 原 则 和 方法 。 

Q) 映射 观点 下 的 排列 组 合 和 抽 屠 原理 。 

映射 是 揭示 两 集合 间 内 在 联系 的 重要 手段 , 它 是 函 
数 概念 在 抽象 集合 上 的 推广 .用 映射 观点 看 待 计数 问题 
更 易 显示 出 计数 问题 的 本 质 。 

例如 ,从 映射 观点 出 发 ,排列 组 合 数 问题 归结 为 两 个 
集合 间 映 射 的 数量 关系 问题 . 设 

N, = {1,2,°% ,nn},N, = {1,2,.° ,7}。 
则 从 集合 N, 到 N, 的 所 有 单 射 的 个 数 (r 过 nn) 等 于 从 个 
各 不 相同 的 元 素 中 ,每 次 取出 ~ 个 各 不 相同 元 素 的 所 有 
不 同 排列 的 种 数 , 且 此 种 数 为 


nl! 


P. = a 
若 记 I(CN, ,NN,) 为 从 集合 N, 到 NN, 的 所 有 单 射 的 集合 , 则 
P'; 就 是 集合 TCN,,N,) 的 元 素 个 数 , 即 

TON,,N.)| = Po 

若 从 集合 NN, 到 NN, 的 单 射 中 ,有 两 个 单 射 gh 的 像 
相同 , 则 认为 它们 是 同一 组 合 。 这 样 , 从 集合 N- 到 N, 的 
所 有 单 射 中 按 像 相同 定义 等 价 关 系 , 则 其 代表 类 集合 中 
” 单 射 数目 就 是 从 x 个 不 同 元 素 中 ,每 次 取出 7 个 不 同 元 素 
的 组 合 种 数 ， 且 此 种 数 为 

72 


G1 
例如 , 设 NN, = {上 ,下 },N, = 二 { 东 , 南 ， 西 ) ,所 有 单身 


六: 上 -~> 东 ,下 一 南 ; 户 :上 一 东 , 下 一 西 ; 
户 : 上 一 南 , 下 一 东 ; 败 :上 一 南 , 下 一 西 ; 
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fs: 上 一 一 西 ,下 一 东 ; 帮 :上 一 西 , 下 一 责 。 

P; == Pi 一 6. 但 与 f; 其 像 都 是 {( 东 , 南 }, 故 相同 。 
同 理 ,f 与 fs、i 与 f6 分 别 相同 ; 故 可 用 {fi ,fi,f4}) 作为 
等 价 类 , 则 C* = C3 = 3。 

抽 居 原理 车 用 映射 观点 扳 述 ， 则 为 

设 f 是 从 4 到 B 的 任意 一 个 映射， 四 

A= {aiyass a}, B = (bb bn} Cn > m), 


且 己 = [三才 示 不 小 于 对 的 最 小 整数 , 则 必 至 少 存在 
Qa142，"… ap 和 4A, 使 得 

Fa = f(a) = = f(a,), 
亦 即 集合 B 中 至 少 存在 一 个 元 素 其 原 像 有 个 。 

抽 屠 原理 又 名 鸽 敌 原理 或 重 登 原理 。 这 个 原理 的 基 
础 是 分 类 , 故 按 此 原理 求解 问题 时 ,首先 要 认 清 分 类 对 
象 , 找 出 分 类 规则 ,然后 再 去 设计 符合 条 件 的 抽 屠 。 

(2) 容 斥 原理 与 加 法 原理 。 

1” 设 有 个 有 限 集合 S1,S，，,…，,S,, 那 么 

IS, U 四 U 机 U S, | 

= 2 18) — 2 SNSI+,, EIS NS, 
1 Sa | + (一 1 oa 人 i Se 和 1 
S | 十 … 十 (一 1 一 19 站 S20 … . NMS, | 

2。 设 S1,S,…,S, 是 有 限 集 I 的 个子 集 , 则 

15N5N-: NI= ISUSU…US,) 

和 成 和 十 el 1 Sj el 


NSNSid+… 十 (一 1 2 Is ns N 


1 i i En 
站 Si | 十 一 十 (一 1)"|S1 ns 站 人 
其 中 符号 之 1S 人 Ds, 站 “*? 全 ;| 表示 Si] > 9 
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Ss: , 中 任 取 丰 个 集合 的 交 的 元 素 的 个 数 的 总 和 ， Si 是 S; 对 
7 的 补 集 , 即 表示 了 中 不 属于 5; 的 元 素 组 成 的 集合 。 

现 对 形式 1° 进行 证 明 。 至 于 形式 2* 不 难 由 形式 1* 直 
接 得 到 .对 集合 个 数 n 进行 数学 归纳 。 

QDn 二 2 时 ,形式 1° 成 为 

[Si U 3:| 一 [Si | 十 1S;| 一 |S; [f1 5;|， 
其 正确 性 易于 直接 验证 。 : 
@ 假设 命题 对 一 1 成立 , 需 证 明 命 题 对 也 成 立 ， 
注意 到 / 

SU…US US = UU SUS,, 
由 (WD 所 得 的 公式 可 得 

| U…Us Usoo| 
一 |S$ U…US 十 3 一 | U…Uoo-i) 


NS, | z 
= IS UU »- US :| 十 15,| 一 9， 门 5S,) U … 
(Si (N 5.) | | (x*) 


由 归纳 假设 ,对 于 ”一 1 个 集合 3 门 3。… 5 人 们 5。 必 
有 
IS, NN 5S,) U 5; ns JU…UCG NS 
一 19， 站 ,| 十 1S, 站 S, | 十 *** 十 1。 站 5, | 
— |CS. NS) NN SN 5)1 1S.N 5 NN sf 3)| 
一 … 一 |(0S 站 3) NN ify S71 二 + 1 
1CS, NN 5S) NN C2 NN 5) MN 0 NN CS (5) | 

= [SNS| 二 1525S 二 十 |S 人 N51 一 15 
fn Ss, 人 S, | 一 js (1 os 人 S| 一 … 一 | 人 8，， (1 
S, | 十 一 十 (一 11) ?|S 站 Sf … (5, (x x¥) 
又 由 归纳 假设 ,对 于 一 1 个 集合 S1,…,S,-1 必 有 
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1S US U…US， | 
一 - 1S, | 十 1S, | 十 … 十 1S,_ | 1S, 人 S,| 一 19， 


门 Si | … 机 IS) [1 S.-i1 | 十 IS 们 5S， 们 S,| 十 ， 十 1S 3 
(YS (S01 Oo 二 (一 1D)" ?Sf Sf (NS.il 
(Xx XX) 


再 把 (x * ),Cx x # ) 两 式 代 入 (x ), 经 整理 , 即 得 形式 
1° 的 容 斥 原理 。 

容 斥 原理 的 特例 是 加 法 原理 ,这 只 要 注意 到 : 

形式 1° 中 SS，…,S。 两 两 不 交 , 即 3 站 Sj 二 BG 
天 71G5 一 1,2,……22)， 这 时 ,形式 1 为 

1S U 心 2 U ">°” U S, | 一 1S, | 十 1S, | 十 机 十 1S.| 
即 是 加 法 原理 .这 时 ,5,,S,,…,S, 是 5S 二 US; 的 一 个 分 
划 , 亦 即 容 斥 原 理 是 加 法 原理 的 推广 。 

容 斥 原理 又 称 逐 步 淘汰 原 
理 .1920 年 挪威 数学 家 布 龙 
(V. Brun) 将 容 斥 原理 运用 于 
数论 ,作为 一 种 筛 法 去 确定 紊 
数 的 个 数 . 例 如 ,要 数 11 到 30 
数 , 先 数 出 其 中 合 数 的 个 数 。 例 
如 数 2、3、5 的 倍数 , 即 

I4| 二 +181 十 |Cl 

一 10 十 7 十 4 一 21。 由 

由 于 4、B.C 有 相同 部 分 ,计数 重 了 , 需 减 去 

141 二 18I+ICI 一 4n08B8 一 4nCI 一 | 
mcl=21 一 4 一 2 一 2 一 13。 ® 
减 多 了 ,需要 补 加 上 


2 的 倍数 (4) 


3 的 倍数 (8) 
5 的 信 数 (CC) 


图 3. 2 
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141 二 IIBI+1ICI 一 4nB8I 一 1Bncl 一 4 
Cl 二 II4nBncl=13 十 1 一 14。 (3) 

故 素数 的 个 数 为 20 一 14 = 6 个 。 

由 上 述 分 析 知 ,@@ 是 精确 的 , 忆 、 凶 分 别 太 大 和 太 
小 , 布 龙 的 决 窍 在 于 不 用 名 ,而 用 各 来 代替 ,因为 
尽管 @ 和 不 正确 ,但 比 @ 简单 , 它 能 给 出 合理 的 近 
似 。 布 龙 的 这 一 思想 ,具有 重要 的 意义 ,尤其 是 求 区 间 段 
数目 很 大 的 素数 个 数 时 更 是 如 此 。 

例 3 由 数字 1、2 和 3 组 成 a 位 数 ,要 求 n 位 数 中 1， 
2 和 3 的 每 一 个 至 少 出 现 1 次 ， 求 所 有 这 种 位 数 的 个 
数 。( 匈 牙 利 数学 竞赛 试题 ) 

解 : 记 由 数字 1、2 和 3 组 成 的 位 数 全 体 构成 的 集合 
为 5, 则 1S| 二 3"。 又 S 中 不 含 1 的 = 位 数 的 集合 记 作 4,， 
4 4: 与 4, 同样 理解 .于 是 4 mn 4; 人 4: 即 是 3 中 同时 
含有 数字 1、,2 和 3 的 nn 位 数 全 体 构成 的 集合 ,要 求 的 即 是 
这 一 集合 的 元 素 个 数 。 由 容 斥 原理 , 知 

1A: NN A; 4,| 

= | | 一 MILLa+Lnal+l4 
NN 4,| 十 14; 门 4,| | 4， 门 4， NM 43: | 。 

由 于 4, 是 S 中 所 有 不 含 数字 i 的 位 数 的 集合 , 故 
14,| 二 2G 二 1,2,3), 而 4; 门 A) 是 所 有 不 含 数学 i 和 
的 = 位 数 集合 ,所 以 

14n41=11 委 :< 7 委 3。 
显然 
4) 门 4 站 4 一 节 , 而 14 4 站 4:| 一 0， 
故 1 克 门 丽 站 再 |=3 一 3X2 十 3。 

” 即 由 数字 1.2、3 组 成 的 三 个 数字 每 个 至 少 出 现 一 次 
的 位 数 的 个 数 为 3 一 3X2 十 3。 
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本 问题 求解 的 关键 在 于 构造 集合 ,尔后 把 原 问题 化 
为 求解 有 关 和 集合 的 元 素 的 个 数 问 题 。 
例 4 在 1 至 100 的 整数 中 任 取 51 个 数 ,其 中 必 有 
一 数 是 另 一 数 的 倍数 。 
解 : 依 题 意 , 可 设法 把 1 一 100 间 的 整数 分 成 50 类 ， 
即 50 个 抽 居 ,这 样 , 任 取 51 个 数 , 至 少 有 2 个 数 属 于 同 
类 。 鉴 于 此 ,在 分 类 时 ,只 要 使 同类 中 的 数 有 倍数 关系 即 
可 . 因 1 一 100 这 100 个 数 中 ,刚好 50 个 是 奇数 ,50 个 是 偶 
数 , 而 每 个 偶数 总 可 写成 :奇数 X 和 (是 不 大 于 6 的 正 整 
数 ) 的 形式 , 故 可 按 50 个 奇数 作 基 础 ,把 每 个 奇数 和 它 的 
2 倍 的 诸 偶 数 ( 如 果 有 的 话 ) 归 入 同一 类 。 即 
M, = {1,1 X 2,1 X 2 ,1 X 2°); 
M,= {3,3 X 2,3 X 2, ,3 XxX 2}; 
— {5,5 X 2,5 X 27,.,5 X 24); 
= {7,7 X 2,7 xX 2, ,7 X 2 )}; 
M,,{97}; 
Mi = (99}.。 
这 样 共 50 类 ,这 50 类 中 元 素 个 数 的 和 为 100, 由 抽 懂 原 
理 , 在 任 取 的 51 个 数 中 必 至 少 有 两 个 数 属于 同类 ,从 而 
” 必 有 一 数 是 另 一 数 的 倍数 。 
我 国 古 代 在 计数 原理 方面 ， 著名 的 有 北宋 时 贾 完 的 
二 项 系数 表 即 “ 开 方 作法 本 源 ” 图 .可惜 页 宪 之 书 已 失 
传 ,但 杨辉 《详解 九 章 算法 》(1261) 记 有 :“ 出 释 锁 算 书 ， 
页 宪 用 此 术 。? 证 明 杨 辉 是 征 引 了 页 宪 的 材料 . 它 实际 是 
一 个 指数 为 正 整 数 的 二 项 式 定理 的 系数 表 , 从 图 3. 3 下 
面 注释 的 前 三 句 知 ,每 一 层 数字 表示 (a 十 x)" 展开 式 中 
各 项 的 系数 。 最 外 边 左 、 右 斜 线 上 的 数字 ,分别 是 积 4 


es 


三 “数学 中 的 具体 思维 原理 .原则 ,方法 117 


O00 
OOOO | 

条 〇 ) ODO@OO 
-A@ QOS 


全 有 有 左 
避 


从 壳 引 娄 
十 副 泣 汪 无 
瀑 哄 贞 

荆 尖 二 册 
党 六 导 江 


(1) 开 方 作法 本 原 图 
/ 图 3. 3 
的 系数 ,和 “ 隅 ”zx" 的 系数 ;中 间 的 许多 数字 如 后 .与 后 、 
因 全 四 等 分 别 是 各 项 “ 廉 "a"-'z 的 系数 (1 声 7 过 4) .页 
完 三 角 ” 之 所 以 称 为 “ 开 方 作法 本 源 图 ”是 因为 它 是 我 国 
而 代用 来 开 方 的 工具 。 朱 世 杰 的 “十 法 七 乘 方 图 “图 3. 3) 
” 比 贾 宪 的 开 方 作法 本 源 图 多 两 层 , 并 增添 了 斜 线 用 以 表 
明 每 行 各 个 系数 与 其 上 一 层 系数 人 存在 的 关系 。 


例如 ,第 七 层 表示 
(Xx 二 a) 二 x 十 6az: 十 15a?x4 十 20a3z? 十 ]5a'x 
十 6a°z 十 CQ， 


其 第 二 项 系数 是 上 层 第 一 、 二 项 系数 1 与 5 之 和 和。 

“ 贾 宪 三角 ”的 提出 不 迟 于 1200 年 ,而 欧洲 巴 斯 加 在 
，1654 年 才 提出 。 

此 外 , 朱 世 杰 还 得 出 了 组 合 恒等式 : 
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(2) 二 法 七 乘 方 图 
图 3.3 


+p)ja< p< ,符号 


~ 
p | 
Yep Gers 
清 代 李 善 兰 证 明了 此 重 等 区 对 一 切 正音 数 p 成 立 ,这 是 
我 国 数学 家 为 组 合 数 学 作出 的 量 要 到 


3.2 位 值 原则 与 记 数 方 流 


ptl 


Sr<an 


人 


1. 位 值 原则 与 数 的 层次 结构 

数学 思维 中 被 认为 是 “最 美 钞 的 发 明 之 一 ” 的 位 值 
制 记 数 法 ,是 指 选取 某 个 数 作为 基数 ,并 用 不 同 符号 分 判 
表示 比 基 数 小 的 各 数 ,通过 对 符号 的 不 同 排列 来 表示 出 
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任意 数 的 一 种 方法 。 知 基数 为 g, 则 所 表示 的 数 称 为 g 进 
位 制 的 数 。 在 位 值 制 记 数 法 中 ,数码 代表 的 值 , 不 仅 与 数 
码 的 符号 有 关 , 而 且 与 数 的 进位 制度 及 其 符号 在 数 中 所 
处 的 位 置 有 关 , 这 种 确定 数 符号 在 数 中 代表 的 值 的 原则 
称 为 位 值 原则 .位 值 原则 的 诀窍 在 于 不 同 单位 的 数 , 采 用 
了 相同 的 符号 ,因而 如 同 丹 齐 克 所 说 的 ， 已 是 方法 上 的 
根本 变 音 ”。 
例如 ,g 一 8. 用 0,1,…,7 等 八 个 数码 代表 8 进 制 数 ， 
则 C3736)s 中 的 6.3.7.3 分 别 代表 6 X 8" ,3 X 8!,7 X 8?， 
3 X 8 .其 对 应 的 10 进 制 数 为 
(3736) 一 3X8 十 7X 久 8 十 3X8 十 6X8 
一 (2014)io。 加 
同一 个 3, 在 不 同 的 位 置 代表 不 同 的 值 。 
又 如 ,(110101. 1101); 一 2 十 2 十 2 十 2° 十 27 十 
十 27* = (53.8125)io, (AE7)6 = 10 X 16° + 14 X / 
6 +7 X16 = (2791) 
其 中 ,4 一 下 表示 16 进 制 中 10 一 15 六 个 基数 。 
对 于 任意 各 进位 数 间 的 四 则 运算 ， 在 遵循 “办 gg 进 
—” 的 原则 下 完全 类 同 于 普通 十 进位 制 数 间 的 运算 ， 对 
于 不 同 进位 制 之 间 的 运算 ， 变化 为 同一 进位 制 后 才能 进 
行 :例如 ， 
(2. 021); X (1.2), 2.02 
= (10. 2022):， : | 
而 求 (25)w6 一 (10. 11); 则 要 化 为 
司 是 一 进 制 或 同 是 十 进 制 以 后 再 迁 
行 ;如 将 (10. 11); 化 为 十 进 的 ,有 10.2 022 
“00.11)s =1X2 +1X2 7 二 1X 2 二 (2.75)10. 
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《25)10 — (10. 11);, = (25)16 — (2.75)w 
= (22. 25)10。 
又 将 一 个 十 进 制 的 正 整 数 化 为 g 进 的 数 ,只 要 用 基数 g 
对 这 个 数 不 断 地 作 带 余 除法 直到 商 为 零 为 止 ,然后 按 相 
反 的 顺序 列 出 各 余数 即 可 。 如 (25)i。 化 为 二 进 的 ,有 
2 | 2 
余 


pm 


a 
~ 


则 《25)16 二 《11001),。 
所 以 

(25)。 一 (10.11); = (11001); — (10. 11)， 

= (10110. 01)， 

显然 〈10110. 01)s 一 (22. 25)io。 
” 故 两 种 不 同方 法 运算 是 等 效 的。 

位 值 的 记 数 方法 ,通过 有 限 个 数 符号 ,借助 于 位 值 原 
则 ,表达 了 一 切 的 数 , 确 是 个 了 不 起 的 创造 .18 至 19 世 纪 
法 兰 西 著名 数学 家 拉 普 拉 斯 评论 道 ;:“ 用 十 个 记号 来 表示 
一 切 的 数 , 每 个 记号 不 但 有 绝对 的 值 ,而 且 有 位 置 的 值 ， 
这 种 巧妙 的 方法 出 自 印度 .这 是 一 个 深远 而 又 重要 的 思 
想 , 它 今天 看 来 如 此 简单 ,以 致 我 们 忽视 了 它 的 真正 伟 
绩 。 但 恰恰 是 它 的 简单 性 以 及 对 一 切 计 算 都 提供 了 极 大 
的 方便 , 才 使 我 们 的 算术 在 一 切 有 用 的 发 明 中 列 在 首位 ; 
而 当 我 们 想到 它 竟 逃 过 了 古代 最 伟大 的 两 位 人 物 阿 基 米 
德 和 阿波 罗 尼 的 天 才思 想 的 关注 时 ,我 们 更 感到 这 成 就 
的 伟大 了 。” 9 著名 科学 史家 李 约 瑟 也 称道 说 :如 采 没 
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有 这 种 十 进 制 ,就 几乎 不 可 能 出 现 我 们 现在 这 个 统一 化 
的 世界 了 。”*” 
记 数 法 原理 与 自然 界 中 物质 的 分 层 结构 诛 理 频 为 相 
似 .自然 界 中 的 物质 结构 系统 具有 层次 性 , 且 这 种 层次 结 
构 是 多 祥 的 ,统一 的 。 即 是 说 ,任何 一 个 结构 层次 一 方面 
具有 自身 的 特点 , 另 一 方面 它 无 论 在 时 间 序 列 上 、 还 是 在 
空间 广 延 上 ,又 都 只 是 系统 中 的 一 个 关节 点 ,是 特定 的 时 
空 形 式 的 统一 层次 之 间 、 系 统 之 间 不 仅 互 相 联系 .相互 
包 摄 , 而 且 纵 横 交 错 。 在 记 数 法 中 , 由 于 基数 的 不 同 , 带 来 
了 层次 结构 的 深度 (层次 数 )、 宽度 (每 层 元 素数 ) 的 不 
_ 同 ,基数 大 的 ,宽度 大 ,深度 小 ,因而 容量 亦 大 .而 基数 小 
的 ,宽度 小 ,深度 大 ,容量 就 小 。 例如 , 十进制 的 宽度 为 
10 ,一 位 十 进 制 数 最 多 相当 于 四 位 二 进 数 (9ie 一 10012)， 
故 一 进 制 的 容量 最 小 .但 由 于 这 种 数 仅 有 两 种 符号 ,便于 
共用 通电 、 断 电 加 以 表达 而 利于 自动 计算 , 故 被 电子 计算 
机 广泛 采用 。 / 
事物 的 分 层 带 来 了 事物 结构 的 简单 性 ,功能 的 有 效 
性 和 变化 的 灵活 性 等 ,现代 科学 管理 中 这 种 分 层 结构 原 
理 的 应 用 产生 了 层次 管理 和 管理 的 宽度 和 深度 等 概念 。 
2. 中 国 古 代 对 位 值 制 的 贡献 
如 上 述 拉 普 拉 斯 关于 位 值 制 的 论断 ,不 失 为 至 理 包 
言 .遗憾 的 是 , 它 忽略 了 中 国 古代 对 位 值 制 的 重大 贡献 。 
我 国 古代 早 有 原始 记 数 的 文字 记载 。《 易 传 。 系 秤 》 
说 ;“ 上 十 结 强 而 治 ,后 世 圣 人 易 之 以 书 契 .” 李 迪 在 《中 
国 数学 史 简 编 }cal 中 展示 了 少数 民族 记 数 法 的 许多 文 
物 , 马 家 窒 文 化 等 遗址 中 出 土 的 新 石器 时 代 的 彩陶 钵 口 
沿 上 50 多 种 刻画 符号 都 为 这 些 记 数 法 提供 了 充足 的 例 
证 .原始 记 数 的 发 展 便 是 数码 或 筹码 记 数 ,这 是 算 筹 计数 


122 和 ”数学 的 思维 方式 


的 摹 写 , 早 见 于 战国 时 代 的 币 货 币 .64 记 为 古 尺 十 钱 大 
辞典 》) ,1978 年 在 河南 登 封 县 出 土 的 战国 早期 陶文 中 也 
有 将 41、52 分 别 记 为 如 、 强 , 其 记 数 方法 是 位 值 的 。 

. 记 数 的 位 值 方 法 的 完整 记载 ;见于 《4 复 侯 阳 算 经 江 实 
为 韩 延 4 算 术 》,8 世纪 下 半 叶 成 书 )。 书 中 写 道 :“ 一 纵 十 
横 , 百 立 千 僵 。 千 .十 相 望 ,万 、 百 相当 。 满 六 以 上 ,五 在 上 
方 . 六 不 积 算 ,五 不 单 张 . 红 至 9 的 数码 , 纵 式 为 上 人 和 加 
ITT 下 人 业 ; 横 式 为 一 三 三 至 至 | 上 主考 。 数 零 , 始 则 
用 空位 表示 ;, 继 则 用 口 ,后 来 演化 为 〇 。 如 敦煌 石室 发 现 
的 唐 写 卷子 本 《立成 算 经 》 的 “ 九 九 表 ” 中 ,三 六 一 十 八 的 
“18” 写 为 “一 他 ”,“ 通 前 百 八 ”的 “108” 为 “1 ”全 ”, 零 
用 空位 表示 。 宋 吾 沈 《 律 吕 新 书 》(12 世纪 ) 卷 一 “ 律 昌 本 
原 ” 内 记 有 ”“ 丑 林 钟 十 一 万 八 千 口 口 尤 十 八 ” 零用 上 口 ] 表 
示 ,而 金 大 明 历 (1180) 中 ,已 有 “ 初 损 四 百 〇 三 ”"、 生 五 
百 〇 ) 五 ? 的 记载 ,零用 〇 表示 。 九 个 筹码 中 , 性 后 来 简 为 
x ,在 十 位 . 千 位 为 :, 单 . 百 . 万 位 为 (人 ,本 在 十 、 千 位 
为 大 ,个 ` 百 .万 位 为 又 .许多 时 候 , 繁 简 形 式 的 数码 常 混 
合 使 用 , 即使 同一 一 问题 中 亦 如 此。 如 秦 九 部 《 数 书 九 
章 推 计 互 易 ” 问 题 中 共 元 175 名 计 as 米 396Q0( 升 ) 
分 别 记 为 一 Tg X 三 全 ( 升 ? 有 和 川 大 下 GO 而 出 
老 92400( 升 )、 踏 不 30294( 斤 ) 则 记 为 吓 = 册 OO 
和 WL ON 去 败 ( 斤 )。 | 

“我 国 的 十 进 制 位 值 记 数 法 ， 既 优 于 吉 巴 比 从 60 进位 
记 数 法 ,又 优 于 古 希腊 、 罗 马 的 十 进 非 位 值 记 数 法 ,是 当 
时 世界 上 最 先进 、 最 方便 的 记 数 方法 。 筹 算 中 除法 按 商 、 
实 (被 除数 ) ,法 (除数 ) 自 上 而 下 排列 ,实际 就 是 带 分 数 
的 竖 写 表示 , 比 印度 的 类 似 表示 法 最 少 早 4 个 世纪 ;小 数 
记 法 , 许 本 《夏侯 阳 算 经 》 常 以 某 一 整数 单位 表示 数值 ， 
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不 列 出 以 下 的 名 数 单位 ,1525.9375 匹 记 成 1525 匹 
9375, 名 数 匹 兼 起 小 数 点 的 作用 ，, 比 西方 斯 带 文 (Stevin， 
1585) 的 记 法 1525@9(D3@7@5 名 简洁 , 且 早 几 个 世纪 ，; 
负数 的 概念 及 表示 也 “超出 了 其 他 国家 几 世 纪 之 久 ”。 

:我国 位 值 记 数 除 十 进 制 外 ,还 有 二 进 制 的 《周易 》 
中 阳 疼 、 阴 区 符号 “一 ”和 “一 一 ”每 三 个 组 成 一 卦 叫 八 
卦 ,如 三 为 乾 , 三 为 坤 ,三 为 坎 , 三 为 离 等 ,八卦 的 每 两 个 
相 重生 (可 重复 ) 得 8 = 64 种 符号 ,代表 64 种 “ 别 卦 ”, 这 
实际 就 是 以 “一 ”各 “一 一 ”为 基本 记 数 符号 的 64 个 不 同 
的 二 进 制 数 符号 , 曾 被 菜 布 尼 兹 誉 为 “是 流传 在 宇宙 间 科 
学 中 的 最 古 的 纪念 物 ”20。 我 国 对 位 值 制 的 贡献 ,完全 如 
李 约 瑟 所 论断 的 “在 西方 后 来 所 习 见 的 印度 数字 ”的 彰 
后 ,位 值 制 早已 在 中 国 存在 了 :2000 年 ”lo 
“3. 位 值 制 的 应 用  : . i 
: ， 位 值 原则 和 各 种 进位 制 一 直 被 人 们 广泛 使 用 着 .有 
人 曾 对 美洲 一 一 印第安 之 闻 的 几 百 个 部 落 进 行 研 究 ; 发 
现 三 分 之 一 的 部 落 用 十 进位 制 , 百 分 之 十 的 用 `20 进位 
制 ， 而 利用 三 进位 的 则 少 于 百 分 之 一 。 现代 随 着 电子 计算 
. i 是 一 进位 制订 用 更 为] 泛 ,以 

下 展示 的 是 几 个 具体 应 用 的 例子 。 

例 1 用 二 进 制 原理 构造 数学 问题 。 

设 有 车 干 张 表格 ,只 要 你 说 出 目 己 的 年 龄 数 所 在 的 
表格 号 码 ， 则 立即 可 猪 到 你 的 二， 这 是 国 鸭 税 人 全 区 
述 方法 制作 的 : 、 

将 有 关 十 进 制 数 化 为 二 和 进 制 数 ， 设 二 - 进 制 数 中 的 0 
表示 对 应 的 十 进 制 数 不 填 入 表 中 ， 0 在 第 下位 ( 目 左 至 
右 ) 的 ,第 几 表 中 就 不 填 入 数 。1 表示 要 将 对 应 的 十 进 制 
数 填 入 表 中 ,1 在 第 几 位 的 ,就 将 数 十 入 第 几 表 中 .例如 ， 
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《000001)s = 二 《1)w ,表示 1 只 填 入 第 1 表 中 ， 

(000010); = (2)o， 则 2 只 填 入 第 2 表 中 ， 

(000011)， 二 (3)w,3 只 填 入 第 1.2 表 中 ， 

“(111111)s 二 (63)w,63 要 填 入 第 1 一 6 的 每 一 表 中 。 
.若菜 人 自己 说 自己 的 年 龄 在 第 1、3、4 表 中 , 则 由 

(001101);, = (13)10 
立即 可 说 出 他 的 年 龄 数 是 13。 这 就 是 猜 年 龄 的 奥秘 。 

与 猜 年 龄 应 用 的 原理 相似 ,有 如 下 的 问题 : 

63 箱 外 形 完 全 一 样 的 货物 ,其 中 62 箱 正 品 ,1 箱 副 
品 ,已 知 副 品 比 正 品 轻 ,是 否 有 办 法 尽量 减少 释 的 次 数 ， 
又 能 把 副 品 的 一 箱 找 出 来 ? 

问题 的 答案 是 ,只 需 秤 6 次 。 办 法 是 把 63 箱 依 次 编 
号 为 1,2,… ,63, 并 用 二 进 制 表示 .每 数 需 写成 6 位 数 , 即 
(000001)，, C000010),,…, (111111);。 现 把 每 位 中 出 现 
“]” 的 箱 号 归 在 一 起 ,于 是 就 得 6 个 组 ,然后 把 每 个 组 中 
的 箱子 集中 起 来 秤 一 次 ,车 重量 正常 , 记 为 0,; 轻 了 则 记 
为 1, 这 样 共 秤 6 次 , 即 得 一 个 6 位 的 二 进 制 数 , 它 就 是 副 
品 的 箱 号 数 。. 这 里 , 副 品 的 箱 号 数 相当 于 猜 年 龄 中 的 年 龄 
数 ,重量 为 正常 ,相当 于 年 龄 问题 中 年 龄 数 不 在 表 中 , 故 
记 为 0, 不 正常 的 记 为 1 因此 ,6 次 所 得 的 二 进 制 数 就 是 
副 品 的 箱 号 数 。 

例 2 取 星 的 对 策 。 

设 有 18 根 火柴 分 成 3 堆 , 分 别 有 4、5.9 根 ,两 人 轮流 
从 三 堆 中 取 , 每 次 至 少 一 根 ,至 多 一 堆 , 但 不 允许 同时 在 
两 堆 中 取 ,取得 最 后 一 根 火 柴 者 为 胜 ， 问 先 取 者 应 如 何 取 
才能 稳 操 胜 券 。 

将 三 堆 火 柴 的 根 数 分 别 用 二 进 制 表示 为 (100)2， 
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(101):，(1001):。 再 将 它们 的 各 位 数字 分 别 相 加 但 不 进 
位 ,得 (1202),, 先 取 者 想 获胜 ,必须 把 (1202), 中 各 位 数 
全 变 为 偶数 , 现 (1202), 仅 有 一 个 奇数 1, 于 是 在 9 根 的 一 
堆 中 取 走 8 根 , 这 时 剩 下 (100):，(101):，(001):。 其 三 数 
和 的 各 位 数 “ 全 是 偶数 ”, 这 样 ,无 论 第 二 人 怎样 取 , 所 取 
的 那 一 堆 火 柴 的 根 数 ( 用 二 进 制 表示 ) 至 少 有 一 位 上 数 
字 发 生 了 变化 ,从 而 使 “全 是 偶数 ” 变 为 “不 全 是 偶数 ”。 
”比如 第 二 人 在 第 一 堆 中 取 了 2 根 , 剩 下 (010):，, (101):， 
(001): .这 时 三 数 和 (112): 各 位 不 全 是 偶数 。 于 是 , 先 取 
者 需 设 法 在 某 一 堆 中 取 走 若 于 根 , 使 剩 下 根 数 之 和 的 各 
位 数 全 是 偶数 , 故 他 应 在 第 二 堆 中 取 2 根 , 这 时 剩 下 的 为 
(010),, C011);， 《001);。 如 此 下 去 , 先 取 者 自始至终 创造 
了 “全 是 偶数 ”的 局 面 ,并 至 最 后 出 现 (0), 为 止 ,从 而 保 
证 了 先 取 者 必 取 走 最 后 一 根 火柴 而 获胜 。 

以 上 的 方法 适用 于 一 般 情 况 . 若 有 4 堆 火 柴 , 根 数 为 
2,3,6,6 ,游戏 规则 仍 不 变 。 央 为 

(2)， 一 (010),, (3)10 = (011),, (6)10 = (110);,, 
(6) 二 (110)2。 二 进 制 数 各 位 数字 之 和 为 2,4,1, 不 是 全 
偶数 , 故 先 取 者 可 在 第 二 堆 中 取 走 一 根 , 变 为 2,2,6,6， 
便 掌握 了 胜利 局 势 。 


3.3 等 价 原理 与 大 衍 求 一 术 


1. 等 价 原 理 与 同 余 

等 价 关 系 是 指 满足 反射 律 (a 一 a)、 对称 律 (a ~ 6=>6 
~ a) 、 传 递 律 (a 一 02 一 c 一 aa 一 c) 的 关系 ,这 是 研究 数 
学 结构 的 一 种 基本 关系 。 一 个 等 价 关 系 确 定 系统 的 一 种 
分 类 ,因而 可 以 从 等 价 关 系 研究 事物 的 相同 与 相 蜡 ,同类 
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与 异类 ,这 种 类 就 是 等 价 类 .等 价 类 的 思想 实质 是 舍弃 了 
对 象 之 间 的 某 些 区 别 ,而 把 具有 某 种 特征 的 相 异 对 象 集 
中 起 来 ,并 在 等 价 意义 下 ,把 它们 当 作 类似 ”的 ,甚至 是 
“等 同 ” 的 。 例 如 ,全 等 的 图 形 ,不 管 其 所 在 的 位 置 怎 样 不 
同 ,都 是 等 价 的 , 称 为 合同 等 价 。 而 形状 相似 的 图 形 都 称 
为 是 相似 等 价 的 .等 价 关 系 是 人 们 认识 和 研究 事物 的 眼 
光 和 和 途径。 它 是 转换 信 们 研究 方 流 的 理论 匡 而 ,时 汪 对 
价 进行 转换 。 

同 余 也 是 一 种 等 价 。 所 谓 <、 5 两 数 关于 模 * 同 余 是 指 
a 和 5。 被 nC(> 0) 除 后 所 得 的 余数 相 蚊 ， 记 为 z 

« =vb(mod 1) 
对 同 余 , 显 然 有 

1sa 三 mod n); 

“2 若 a 二 bmodn), 则 5 二 a(mod nn); 

3* 若 4 三 b(modn);,b 三 c(mod 7), 则 4a 三 c(mod nn)。 
故 同 余 关 系 是 一 种 等 价 关系 ,所 有 关于 模 w 同 余 的 元 紊 
组 成 的 等 价 类 称 为 剩余 类 .剩余 类 中 的 每 一 元 素 都 可 作 
为 类 的 代表 ,当选 取 其 最 为 简单 的 元 素 组 成 代表 集合 时 ， 
对 原 集合 的 研究 就 可 转化 为 对 代表 集合 的 研究 。 

例如 ,整数 集 Z ,关于 模 ”, 分 为 ”个 等 价 类 

[os El ,Ln 一 了 

当 n 二 2 时 ,有 等 价 类 0 类 和 1 类 , 即 [0j;、[L1j;, 分 别 
就 是 偶数 集 和 奇数 集 。 若 将 个 等 价 类 

[Os C1 ,bn — 1 
Wi ,组 成 集合 | 

一 《L0 1， (11, “,[n 一 1 |]} 

记 做 2 (mod n) 或 ZIR (CR 是 同 余 关 系 ) , 称 做 以 7 为 党 
的 商 集 .显然 ,对 于 
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Z, = Z|(mod n) = {[0j],[1],*…,[n — 1j}, 
其 代表 集合 为 (0,1,…,n 一 1}, 即 是 非 负 最 小 完全 剩余 
系 . 在 处 理 实际 问题 中 ,把 将 对 Z 的 考察 ,化 为 对 非 负 最 
小 完全 剩余 系 的 考察 , 常 可 使 问题 得 到 简化 。 

例如 ,今天 是 星期 六 ,10!" 天 之 后 是 星期 几 ? 

因 10:2 数目 太 大 ,不 能 直接 进行 研究 。 注 意 到 ， 

10 三 3Cmnod 7),10 二 3 三 2(mod 7),，: 
则 16 二 6 硅 ( 一 1) (mod7)， 从 而 105 振 1 (mod7), 
所 以 ， 

101000 一 - 105x1661+4 一 _ (10°)1% 。 104 三 一 -一 ae ， Cmod7) 
: 汪 4(mod7)。 : 
Hr 101% 被 7 除 余 4, 故 101” 天 之 后 应 是 星期 三 。 

”求解 本 题 的 要 点 是 在 同 余 条 件 下 将 对 

101080 -一 105X144+4 一 一 《1057144 。 。104 
的 考察 化 为 对 10 与 10' 的 考察 ， 而 这 种 考察 是 通过 建立 
它们 与 代表 集合 {0，…,6) 间 的 关系 来 实现 的 。 

2. 物 不 知 数 与 中 国 剩余 定理 

中 算 家 关于 同 余 思想 和 一 次 同 余 问题 的 研究 冰 还 流 
长 ,西汉 历 算 家 推算 上 元 积 年 便 开始 了 这 方面 的 探索 .中 
国 数理 天 文学 的 早期 发 达 与 历法 的 不 断 改 革 , 使 得 治 历 
演 纪 成 为 中 国 天 算 史 上 一 个 经 常 性 的 课题 ,而 这 些 谍 题 
的 不 断 探 索 ， 使 中 算 家 对 同 余 问题 的 研究 成 果 达 到 了 世 
界 数学 的 最 高 水 平 。 

载 于 《孙子 算 经 )》 的 物 不 知 数 问题 ， 实际 就 是 作者 依 
据 当时 天 文学 家 推算 “上 元 积 年 ”的 算法 经 简化 后 编写 
出 来 的 .“ 物 不 知 数 ” 的 解法 后 来 被 欧洲 誉 为 “中 国 剩余 
定理 ”。 

(孙子 算 经 》 的 作者 与 成 书 年 代 均 不 可 考 , 但 据 《 隋 
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书 ， 经 籍 志 》 中 录 有 和 孙子 算 经 二 卷 ,推算 其 成 书 至 晚 在 4 
世纪 之 前 。 物 不 知 数 问题 是 : 

“ 今 有 物 不 知 其 数 , 三 三 数 之 剩 二 ,五 五 数 之 剩 三 ,七 
七 数 之 剩 二 , 问 物 几何 ?” 

问题 后 还 有 答 与 术 。 

“ 管 晶 ;二 十 三 。” 

“ 术 晶 ;三 三 数 之 剩 二 , 置 一 百 四 十 ,五 五 数 之 剩 三 ， 
置 六 十 三 ,七 七 数 之 剩 二 , 置 三 十 ,并 之 ,得 二 百 三 十 三 ， 
以 二 百 一 十 减 之 ,如 得 。 

“ 凡 三 三 数 之 剩 一 , 则 置 七 十 ,五 五 数 之 剩 一 , 则 置 二 
十 一 ,七 七 数 之 剩 一 , 则 置 十 五 。 一 百 六 以 上 ,以 一 百 五 减 
之 , 即 得 .” 

术 的 第 二 段 , 凡 三 三 数 之 剩 一 , 则 置 七 十 ” 意 谓 取 


“70 为 基数 ,因为 用 3 除 它 余 1, 同 时 它 又 分 别 是 5、7 的 倍 


数 。 

同 理 , “五 五 数 之 ”“ 七 七 数 之 ”的 二 名 ,是 指 取 21、 
15 为 基数 ,用 5.7 分 别 除 它们 都 余 1, 且 21、15 又 分 别 是 
3.7 和 3.5 的 倍数。 故 将 三 基数 相 加 得 106 减 去 3.5.7 二 
数 的 最 小 公 倍 数 105 后 其 余 仍 不 变 。 

第 一 段 术 文 “三 三 数 之 剩 二 , 置 一 百 四 十 是 指 140 
是 用 3 除 余 2; 同 时 又 能 被 5.7 整除 的 数 , 这 是 因为 70 古 
用 3 除 余 1, 同 时 又 能 被 5.7 整除 的 数 . 同 理 ,63 是 用 5 除 
余 3, 又 可 被 3.7 整除 的 数 ,30 是 用 7 除 余 2, 同 时 又 能 被 
3.5 整除 的 数 。 则 三 数 并 之 得 233, 减 去 150 的 2 倍 210 得 


23 仍 是 用 3.5、7 除 余数 分 别 为 2.3、2 的 数 , 故 23 妈 所 求 。 


的 数 。 
“ 物 不 知 数 ” 中 的 术 具 有 一 般 性 ,其 一 般 形式 即 是 孙 
子 定 理 , 后 被 痊 为 中 国 剩余 定理 ,用 现代 数学 语言 狂 述 
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若菜 数 z 分别 被 m1，… ,mm 除 所 得 的 余数 为 x ，…， 
ux, 则 之 可 表示 为 
一 Ra 十 ats 十 … 十 有 ztn +k*D, 

其 中 是 mm， ,M39 gx 的 公 人 倍数, 而 且 被 mi 除 得 余数 为 
15&> 是 ma 7723，… 71。 的 公 人 倍数, 而 且 被 m， 除 得 余数 为 ] ; 
是 Di ?3772 9 ”9 72n 一 1 的 公 倍 数 ， 而 且 被 nm, 除 得 余数 
为 1.D 是 mi ,72 9 9 777n。 的 最 小 全 倍数 10Z1 ,7122 9 3] 
两 互 质 , 上 是 任意 整数 ,可 根据 实际 需要 而 决定 。 

在 “ 物 不 知 数 ” 题 中 ,rm 二 3,mzs 二 5mms 一 7,z 一 2， 
us 二 3,Ws 二 2。 由 术 知 k= 二 70,ks 一 21,ks = 二 15,D 二 
105 。 则 

z=70X2 二 21X3 二 15X2 十 105& 
二 233 十 105k。 

取 & 二 一 2,x 二 233 一 105 X 2 = 23。 

“ 物 不 知 数 ”解法 的 传播 始 于 英 人 伟 烈 亚 力 写 入 他 
的 《中 国 数学 笔记 》 中 ,并 于 1852、1853 年 先后 在 “华北 前 
锋 报 ”和 “上 海 年 鉴 ” 发 表 , 不 久 传 入 欧洲 。 

3. 余 米 推 数 与 大 衍 求 一 术 

解决 《孙子 算 经 》* 物 不 知 数 ” 的 关键 是 求 《, 秦 九 裔 
在 ( 数 书 九 章 》(1247) 中 提供 的 方法 称 为 “大 衍 求 一 ” 术 ， 
其 求法 不 仅 简单 .明了 ,而且 还 适用 于 除数 并 非 两 两 互 质 
的 情况 ,为 简单 起 见 , 仍 以 除数 两 两 互 质 的 情 帝 为 例 。 
: 设 有 ?7 个 两 两 互 质 的 正 整数 :zzz 又 设 妇 ，…， 
wu 为 已 知 整数 , 则 有 唯一 的 一 个 整数 4 宇 0, 且 x 二 m= 
7217722 72 使 
.Uwu(mod m,),l] jn。 
秦 九 剖 在 大 衍 求 一 术 中 , 称 xmj 为 定 母 ,m 为 衍 母 ,wu 为 余 
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数 , 并 称 m; 除 m/mj 之 余 为 奇数 ( 意 谓 零 头 数 ), 则 所 求 的 
12 为 

u 三 Suk;m/m;) (mod m), 
其 中 情 秦 氏 称 为 乘 率 , (oz/z) 称 为 衍 数 。 

以 下 就 秦 九 韶 《 数 书 九 章 》 中 “ 余 米 推 数 ”问题 为 例 
来 说 明 大 衍 求 一 术 的 具体 实施 方法 . 原 题 照 录 如 下 : 

“ 问 有 米 铺 ; 诉 被 资 去 米 一 般 三 第 ,和 丝 运 满 ,不 记 细 
数 . 今 左 壁 算 剩 一 合 ,中 间 算 剩 一 升 四 合 , 右 壁 算 剩 一 合 ， 
后 获 贼 , 系 甲 乙 再 三 名 。 甲 称 当夜 摸 得 马 构 ,在 左 壁 第 , 满 
媳 入 布袋 , 乙 称 踢 着 木 履 , 在 中 算 , 加 入 袋 , 丙 称 摸 得 洒 
梳 , 在 右边 算 , 囊 入 袋 ,将 归 食 用 ,日 久 不 知 数 。 案 到 三 颖 ， 
马 构 满 容 一 升 九 合 , 木 用 容 一 升 七 合 , 漆 棕 容 一 升 二 合 。 
欲 知 所 失 米 数 , 计 赃 结 断 三 盗 各 几何 。 

今 以 合 为 单位 , 则 依 题 意 : 

剩 米 数 = 余数 = 1,14,1， 

次 器 容量 = 定 母 mx; 一 19,17,12， 

生母 m = mmzms = 19 X 17 X 12 = 3876， 

入 数 m/m; 一 204,228,323， 

奇数 二 mj; 除 mr/mj 之 余 = 14,7,11， 

秦 妃 韶 求 乘 率 太 的 方法 是 :“ 置 奇 右上 ,定居 右 下 ， 
立 天 元 一 于 左上 , 先 以 有 上 除 右 下 ,所 得 商 数 与 左上 一 相 
和 后 入 左下 ,然后 乃 以 右 行 上 下 ,以 少 除 多 , 递 互 除 之 ,所 得 
商 数 , 随 邑 递 互 累 乘 , 归 左 行 上 下 , 须 使 右上 末 后 奇 一 而 
止 ,万 验 左上 所 得 ,以 为 乘 率 .” 这 里 ,“ 奇 >"“ 定 ”分 别 指 
“奇数 ”和 “定数 ”运算 前 应 置 于 右上 和 和 右 下 。“ 立 天 元 
--…”, 黄 绍 控 先 生 以 为 是 指 未 知 数 z 的 系数 , 记 于 左上 。 将 
这 三 个 数字 写成 方 阵 , 然 后 按 上 述 术 文 逐步 变换 ,使 石上 
数 减 小 到 1, 此 时 左上 数 便 是 所 求 的 乘 率 。 如 已 的 求法 
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Ey 4|~ 3 
19| 1 1 
4 | 3 
1 3 


a = 15 i 

加 Ls 一 5。 

同 理 求 得 & = 11。 

= Suk mm/m;) (mod m) 

寺 [1 x 15X 204 + 14 X 5 x 228 + 1 x 11 X 323] 
(mod 3876) 

= 22573 (mod 3876) 四 所 以 w = 3193。 

在 秦 九 韶 的 《 数 书 九 章 》 中 ,处 理 一 次 同 余 问 题 的 方 
法 有 二 ,其 一 是 “大 衍 总 数 术 ”, 其 二 是 “ 治 历 演 纪 术 ”. 前 
者 是 一 次 同 余 式 组 问题 的 一 般 解法 ,后 者 是 专 为 历 元 推 
算 设 计 的 演算 程序 ;二 者 皆 基 于 “大 衍 求 一 术 ”. 秦 氏 的 大 
衍 总 数 术 将 孙子 剩余 定理 推广 到 了 模 数 两 两 并 非 互 质 的 
一 般 情况 ,他 设计 的 算法 要 比 近 代 析 素 因子 法 在 实际 计 
算 上 有 较 大 的 优越 性 。 在 欧洲 ,最 早 接触 一 次 同 余 问题 的 
是 意大利 数学 家 斐 波 纳 契 ,他 在 1202 年 写 的 《算盘 之 书 》 
中 给 出 了 两 个 一 次 同 余 问 题 ,但 没有 一 般 的 算法 .直至 十 
八 . 九 世纪 才 由 大 数学 家 欧 拉 (1743)、 高 斯 (1801) 各 目 
重新 获得 与 “孙子 定理 ”相同 的 结论 ,并 就 模 数 两 两 互 质 
的 情况 做 出 严格 的 证 明 。 

4. Hil 密码 

研究 秘密 信息 的 编码 和 译 码 的 学 科 叫 做 密码 学 . 同 
余 在 密码 学 中 也 有 重要 的 应 用 。 
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密码 学 中 ,代码 叫 密码 ,未 编码 的 信息 叫做 明文 , 译 
成 代码 的 信息 叫做 密 文 。 由 明文 转换 成 密 文 的 过 程 叫做 
编码 ,由 密 文 转换 成 明文 的 过 程 叫 做 译 码 . 最 简单 的 密码 
是 代用 码 , 它 是 将 字母 表 中 的 每 一 字母 用 不 同 的 字母 来 
代替 的 。 由 于 它 保 持 着 各 个 字母 出 现 的 频率 , 故 使 它 易 于 
为 统计 方法 所 破译 。 解 决 这 一 问题 的 方法 可 将 明文 
的 字母 分 组 并 进行 编码 ,Hill 密码 就 是 这 样 的 一 种 系统 。 

设 有 明文 信息 

TI AM HIDING., 

要 求 Hill 密码 , 先 将 明文 分 成 对 ,并 补 哑 字 母 G 到 最 后 ， 
要 | i z 

IA MH ID IN (GG., 

通常 字 导 数字 对 应 表 为 已 知 , 见 表 (Cx ) 。 由 表 (* ) 得 
94 914 77。 


oa 在 到 模 为 26 的 同 余 ; 则 
有 


| 


= > 密 文 为 KC 
| :|[ 2]= 
3 


中 ， |mod 26) -> 密 文 为 
CX 


1 
1 -|| 9 |= = | (mod 26) 一 密 文 为 
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La- [2 ~ 文 为 DO 


通常 将 以 不 留 间 隔 的 单一 字 串 来 传递 , 按 字 母 与 数 
字 对 应 表 (* ) 查 得 这 字 串 为 : 
KCCXQLKPUU. 


字母 与 数字 对 应 表 (* ) 


ABCDEFGHI JKLMNO 
] 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 io 
PQRS TUVWXYZ 
16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 0 


3.4 变化 率 思 起 = 边际 分 析 、 弹性 分 析 


1. 变化 率 的 思想 方法 

函数 在 一 点 处 的 变化 率 又 称 函 数 在 这 点 处 的 导数 。 
它 是 指 函 数 在 这 点 处 的 改变 量 与 自 变量 的 改变 量 之 比 的 
极限 ,其 思维 实质 是 舍弃 了 事物 具体 运动 形式 的 差别 , 仅 
考虑 一 变量 相对 于 另 一 变量 的 变化 快慢 程度 ,从 而 具有 
很 高 的 抽象 程度 .这 种 变化 程度 的 刻画 ,借助 了 两 增 量 之 
比 与 极限 过 程 . 由 于 增 量 之 比 反映 的 是 不 同事 物 的 作用 
具有 异 质 性 ,加 之 极限 过 程 在 本 质 上 “不 仅仅 表明 状态 ， 
并 日 也 表明 过 程 :运动 ”, 故 这 种 刻画 已 达到 了 十 分 精细 
和 深刻 的 程度 。 

变化 率 的 概念 是 一 种 思维 原则 ， 它 引导 人 们 通过 考 
察 两 个 相关 变量 的 改变 量 之 比 的 极限 去 分 析 事 物 的 运 
动 ; 旦 这 种 考察 并 非 只 借助 定义 ,而 主要 是 借助 一 套 由 定 
义 建立 起 来 的 求 导 公 式 来 完成 ,致使 这 样 的 考察 具有 很 
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高 的 思维 效能 . 间 时 ,由 于 函数 关系 的 普遍 性 和 广泛 性 ， 
”使 得 变化 率 在 赋予 每 一 具体 函数 关系 时 ,就 获得 了 种 种 
具体 的 意义 ,从 而 具有 广泛 的 使 用 价值 .例如 , 当 给 出 路 
程 与 时 间 的 函数 关系 时 ,变化 率 就 是 变速 运动 的 速度 ,而 
当 给 出 平 壁 传 热 中 温度 与 距离 的 关系 时 ,变化 率 就 是 温 
度 梯度 等 .导数 本 身 ,作为 思维 工具 , 它 鲜明 地 刻画 了 医 
数 在 增 碱 、 止 帅 、 极 值 等 方面 的 重要 特性 ,而 被 人 们 广泛 
地 应 用 着 。 

例如 ， 以 每 分 钟 4 立方 米 的 速度 将 水 注入 深 上 顶 直 
径 均 为 8 米 的 个 图 锥 形容 器 , 求 水 深 5 米 时 ,水 面 上 升 的 
速度 (图 3. 4) 。 

易 知 ,水 面 上 升 的 速度 是 水 面 深 度 
的 函数 , 则 函数 关系 是 | 

1 h 


2 XA, 


要 求 深 度 有 对 时 间 : 的 变化 率 及 ,由 于 


Vy 一 五 3h h, 


喜 h, -一 Vs 图 3. 4 


rrr 


Anh: 


将 ve 二 4, 二 5 代入 上 式 便 得 


一 吏 交 ( 米 /分 )。 


2. 边际 分 析 一 变化 率 在 经 济 中 的 应 用 (一 ，) 
在 经 济 学 研究 中 , 若 给 出 的 函数 分 别 代表 成 本 、 收 
入 ,利润 等 , 则 对 应 的 导数 就 是 所 给 出 函数 的 边际 函数 。 
要 对 经 济 与 企业 的 经 营 管理 进行 数量 分 析 ,“ 边 际 ”是 个 
重要 概念 , 它 是 变化 率 在 经 济 理论 中 的 化 身 。 
(1) 边际 成 本 .平均 成 本 。 


ih 
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某 产品 的 总 成 本 是 指 生 产 一 定数 量 的 产品 所 需 的 全 
部 经 济 资源 投入 ,包括 劳力 ,原料 ,设备 等 的 价格 或 费用 
总 额 , 它 由 固定 成 本 与 可 变 成 本 组 成 ,通常 它 是 产量 的 沙 
数 。 所 谓 边际 成 本 就 是 总 成 本 对 产量 的 变化 率 。 而 平均 成 
本 乃 是 指 生产 一 定量 产品 ,平均 每 单位 产品 的 成 本 . 设 QQ 
为 产量 ,C(Q) 为 总 成 本 , 则 平均 成 本 是 6” ,边际 成 本 
为 C'(Q), 而 C'(Q,) 是 C(Q) 在 Qu 时 的 边际 成 本 , 它 表 示 
当 产 量 为 Q, 时 ,增加 一 个 单位 产品 时 所 增加 的 总 成 本 。 

典型 的 成 本 函数 是 三 次 多 项 式 。 例 如 ，， 

C = C(Q) = 0.001Q’ — 0. 3Q + 40Q 十 1000， 
它 的 平均 成 本 函数 为 

CQ) = 0.001Qz 一 0.3Q 十 40 十 
边际 成 本 函数 为 

C'(Q) = 0.003@ 一 0. 6Q 十 40。 

当 Q@ 二 50、100 时 ,C (50) == 17.5,C (100) = 10， 
分 别 给 出 了 当 生 产 水 平 为 50、100 时 ,总 成 本 的 瞬时 变化 


1000 
QQ 


该 边际 成 本 函数 CQ@) 的 
图 象 是 一 条 二 次 抛物 线 ( 图 
3.5) 。 顶 点 为 (100,10) ,在 (0， 
100) 内 单调 和 下降,(100， 十 co) 
内 单调 上 升 。 其 下 降 部 分 的 经 
下 ,增加 生产 时 增产 部 分 的 成 
本 将 更 低 , 这 是 因为 大 批 生 产 ”> 
可 以 使 生产 能 力 得 到 充分 利用 ,因此 比 少量 生产 更 加 经 
济 , 但 对 生产 能 力 已 定 的 工厂 ,大 批 生产 的 经 济 性 不 是 无 


50 100 150 200 Q 
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限 的 , 当 产 量 大 到 某 一 确定 点 后 (如 本 例 中 Q = 100) , 边 
际 成 本 反 会 增加 ,这 是 因为 在 生产 能 力 充分 利用 后 ,再 要 
增加 生产 就 必须 投资 新 的 机 器 .设备 和 增加 人 员 , 或 者 使 
机 器 和 人 员 超 负荷 运转 。 这 些 都 将 导致 成 本 的 迅速 上 升 ， 
这 在 平均 成 本 函数 C(Q) 中 是 难以 看 到 的 。 

但 边际 与 平均 的 概念 也 有 联系 .就 总 成 本 函数 C 一 


CCQ) 而 言 , 对 平均 成 本 函数 Ac 一 名 对 产量 已 求 变 


C(Q) 


dc 11, 

a 2 :| 一生 二 CQ) — 

故 z 
> 0, 当 CQ) > < 人 时 ， 


ad {CO ,Ur -CO / 
和 | 可 一 0, 当 CC'(Q) = 时 ， 


0, 当 C(Q) 二 一 一 


其 经 济 意义 是 :平均 成 本 曲线 4c。 上 某 点 @ 处 的 斜率 在 边 
际 成 本 曲线 Me 与 平均 成 本 曲线 hc 交点 Q* 处 为 零 值 ， 
而 当 Me 在 4c 上 方 时 的 Q 点 处 取 正 值 ,下 方 时 取 负 值 (图 
3.6 作 的 是 C(Q) = 和 一 12Q: 十 60Q 的 C CQ) 和 
CC(Q))。 

(2) 边际 利润 和 最 大 利润 原则 。 

所 谓 总 利润 是 指 总 收益 减 去 总 成 本 所 得 的 差 ,而 站 
收益 乃 是 生产 者 出 售 一 定 产 量 产品 所 得 的 全 部 收入 。 边 
际 收 益 和 边际 利润 分 别 是 总 收益 和 总 利润 的 变化 率 。 若 
记 总 收益 .总 利润 函数 分 别 为 R = 二 R(Q),L 二 上 (Q), 则 

LQ) = R(Q) — CWTLQ) = RQ — CQ 


CQ) 
与 “时 。 
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COR) 


Ac= —12Q++60 


1 23456 78910 QoQ 


图 3.6 
据 此 知 L(Q) 取得 最 大 值 的 必要 条 件 是 R'(Q) 
二 C'(Q)，, 亦 即 总 利润 L(Q) 最 大 的 必要 条 件 是 边际 收 
益 等 于 边际 成 本 。 当 ZL”(Q) 二 0 或 R"Q) 二 C"(Q), 亦 即 
边际 收益 的 变化 率 小 于 边际 成 本 的 变化 率 时 , 总 利润 
L(Q) 有 最 大 值 ,这 就 是 所 谓 的 最 大 利润 原则 。 

例如 , 某 工 厂 生 产 某 种 产品 ,固定 成 本 20000 元 ,每 
生产 一 单位 产品 ,成 本 增加 100 元 ,已 知 总 收益 R 是 年 产 
量 @ 的 函数 : 
400GQ 一 5Q’, 0 去 Q << 400， 


R = R(Q) -1 z 
80000， Q > 400。 


问 每 年 生产 多 少 产品 时 , 总 利润 最 大 ,并 求 其 最 大 总 利 
C = C(Q) = 20000 十 100Q, 则 总 利润 函数 
L = LQ) = R(Q) — CQ) 


1 一 FQ 一 20000，0 委 Q@ 科 400， 


60000 一 100Q， Q > 400 。 
300 — Q,0 三 Q 400,， 


LiW) 一 | 
100，, QQ 全 400。 
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令 L'(Q) = 0, 得 Q= 300. 此 时 ,Pr(Q) 二 一 1 二 0, 所 以 
Q = 二,300 时 工 最 大 , 且 世 (300) = 25000。 即 当年 产量 为 
300 个 单位 时 ,总 利润 最 大 。 其 最 大 总 利润 为 25000 元 。 

3. 弹性 分 析 一 变化 率 在 经 济 中 应 用 (二 ) 

在 经 济 学 中 ,把 某 变量 对 另 一 变量 变化 反应 的 强烈 
程度 或 灵敏 程度 称 为 弹性 。 

(1) 弹性 。 

设 有 函数 关系 y = f(z), 它 在 点 z 一 zo 处 可 导 , 函 
数 的 相对 改变 量 人 与 自 变量 的 相对 改变 量 从 之 比 
202 , 称 为 函数 f(z) 从 = 已 到 z 一 zm 十 Ar 两 点 间 ， 
的 相对 变化 率 或 浆 为 强 性 . 当 Ar 一 0 时 ,各 人 2 的 极限 
称 为 f(x) 在 x = zo 处 的 相对 变化 率 或 称 为 弹性 。 记 作 
2 | 或 蕊 f(zo). 由 函数 在 一 点 处 弹性 的 定义 知 


Ey yim Ay/y _ ri .< 
Ex ax0 AX/T Lm Ax 了 yy 


它 是 工 的 函数 , 称 为 f(x) 的 弹性 函数 。 

根据 上 述 定义 ,可 求 任 一 函数 的 弹性 函数 。 

例如 ;y= ZX"(a 为 常数 ) ; 则 
> 一 =y = (az 。 去 一 0， 
即 是 说 , 帮 函 数 在 任 一 点 处 的 弹性 都 为 固定 的 党 村， 故 称 
罕 函 数 为 不 变 弹 性 函数 。 

(2) 需求 弹性 和 供给 弹性 。 

需求 是 指 在 一 定价 格 条 件 下 ,消费 者 愿意 购买 并 且 
有 支付 能 力 购买 的 商品 量 。 影 响 商品 需求 的 因素 有 多 种 ， 


二 “数学 中 的 基体 思维 原理 .原则 ,方法 139 


除 商 品 价格 这 一 主要 因素 外 ,还 有 诸如 消费 者 收入 的 增 
减 , 代 用 品 等 。 现 忽略 其 他 因素 ,只 考虑 它 与 商品 价格 的 
关系 。 设 已 表示 商品 价格 ,Q 为 需求 量 , 则 需求 函数 为 名 
= f(P), 需求 弹性 函数 为 


EQ ff (P)P 
7(P) = EP = 7 


由 于 价格 上 涨 时 ,需求 一 般 总 是 下 跌 的 ， 族 97(P) 为 
负 值 。 


例如 ， 设 某 商 品 需 求 函数 为 4 一 e-3 , 则 需求 弹性 函 


数 为 


EQ _ PCP).P_ 


71) = EP Fp 2 


= 一 0.6,7(5) 一 一 圭一 一 1 


其 经 济 意 义 是 : 

7(5) 一 一 1 ,说明 当 已 二 5 时 ,价格 与 需求 变动 的 幅 
度 相 同 , 即 价格 上 涨 1% ,需求 下 路 1%; 有 反之 价格 下 跨 
1% ,需求 上 涨 1%。 

7(3) 二 一 0.6, 说 明 当 P = 二 3 时 ， 需求 变动 幅度 小 于 
价格 变动 幅度 , 即 价格 上 涨 1 多 ,需求 下 跌 0. 6%。 

7(6) 二 一 1.2, 说 明 当 了 = 6 时 ,需求 变动 帆 度 大 于 
价格 变动 幅度 , 即 价格 上 涨 1% ,需求 下 跌 1.2%。 
”经 济 学 中 , 当 7 二 一 1 时 , 称 需求 是 相当 有 弹性 的 , 即 
价格 的 变化 将 引起 需求 的 较 大 变化 ; 当 一 1 二 7 二 0 时 ， 
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称 需 求 是 相当 无 弹性 的 ,这 时 价格 的 变化 只 引起 需求 的 
”微小 变化 ,其 需求 量 主要 不 是 由 价格 决定 ; 当 7 二 一 1 时 ， 
称 需 求 是 有 单位 弹性 的 , 即 价格 上 涨 与 需求 下 降 的 百 分 
数 相 同 。 由 此 可 知 , 需 求 弹性 的 绝对 值 越 大 ,需求 对 价格 
， 的 依赖 也 越 大 ,反之 则 越 小 。. 故 需求 弹性 在 价格 商品 理论 
中 具有 十 分 重要 的 意义 。 
与 需求 函数 相对 应 的 有 供给 函数 .所 请 供给 是 指 在 
一 定价 格 条 件 下 ,生产 者 愿意 出 售 并 有 可 供出 售 的 商品 
量 。 设 PP 表示 商品 价格 ,Q 表示 供给 量 , 则 供给 函数 为 Q 
= 9(P)。 供给 弹性 为 ， 


e(P) 一 9( 忆 ) 一 到 < A 


”由 于 供给 函数 是 单调 上 升 的 , 故 供给 弹性 为 正 值 . 当 
e(P) > 1 时 , 称 供给 是 相当 有 弹性 的 ; 当 0 二 es) 二 1 
时 , 称 供给 是 相当 无 弹性 的 ;而 当 eCP) = 1 时 , 称 供给 是 
有 单位 弹性 的 。 

(3) 用 弹性 需求 分 析 总 收益 的 变化 。 
总 收益 尺 是 商品 价格 P 与 销售 量 Q@ 的 乘积 。 即 
R=P.Q=P.f(P), 


= f(P) + pf (P) = /P|1+ 7 (P) pp 
一 ff(P)(1 十 7)。 
其 经 济 意义 是 : 
当 一 1 二 7 过 0 时 ， 需求 变动 幅度 小 于 价格 变动 由 
度 ,此 时 ,R' > 0,R 递增 , 亦 即 价格 上 涨 ,总 收益 增加 , 价 
格 下 跌 , 总 收益 减少 。 
当 7 过 一 1 时 ,需求 变动 幅度 大 于 价格 变动 幅度 ,此 
时 R' 一 0,R 递减 , 即 价格 上 涨 ,总 收益 减 小 ,价格 下 跌 ， 
总 收益 增加 。 : 
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当 7 二 一 1 时 ,需求 变动 幅度 等 于 价格 变动 幅度 ,此 


时 ,R! = 0,R 取得 最 大 值 。 


i 


一 1 0 7( 需 求 弹性 ) 
图 3.7 
例如 , 设 某 商品 需求 琐 数 为 
Q=f/(P)=12— 7。 
z P 1 PP 
7(P) = PP) FE 一 | 一 二 | 
Jf(P) 2 ,»_£ 
2 
__P_ 
P 一 24 
R=P:fP) =P12— 3)'R -12—P. 
或 直接 代 公 式 ,得 : 
R’ = /PU 二 Y= 12 一 4)* 1+ 


-一 12 四 P, 
今 R' 二 0, 得 P= 12,7(12) = 二 一 1， 


/ R(12) = 12(12— 6) = 72。 
此 时 , 因 R = 一 1 < 0, 故 总 收益 有 最 大 值 ,其 最 大 总 收 
益 为 72, 亦 即 在 7(12) 一 一 工时 ,总 收益 及 有 最 大 值 72。 
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3.5 试验 设计 思想 与 正 交 试验 方法 


1. 试验 设计 的 思想 方法 

试验 设计 的 基本 目的 是 为 试验 设计 出 正确 有 效 的 实 
” 施 途 径 和 实施 方法 ,使 得 能 由 很 少 的 试验 次 数 就 能 获得 
良好 的 试验 结果 ,安排 试验 的 原则 最 为 基本 的 是 ;均匀 、 
对 称 、 整 齐 、 可 比 , 所 谓 均 匀 、 对 称 , 是 指 试验 的 布点 要 有 
代表 性 ,因素 和 水 平 间 的 搭配 要 合理 , 且 试 验 要 能 反映 出 
全 局 和 整体 的 情况 ;所 谓 整 齐 . 可 比 是 指 试验 的 优 劣 要 能 
进行 定量 的 分 析 和 比较 。 

例如 ， 正 交 试 验 设计 是 按 正 交 表 来 安排 试验 的 ， 而 这 
种 正 交 表 是 在 正 交 拉丁 方 的 基础 上 构造 出 来 的 , 它 具 有 

1° 每 列 各 字母 出 现 的 次 数 相 同 ; 

2 任何 两 行 模 向 组 成 各 种 有 序数 对 出 现 的 次 数 也 相 
同 。 

如 , 正 交 表 LC3:) 有 9 行 4 列 ， 每 列 字母 :1、 2、3 均 出 
现 3 次 , 且 任 何 两 列 横向 组 成 的 9 个 有 序数 朴 (1,1),(1， 
2) ,1,3), (2,1), (2,2), (2,3), (3,1), (3,2),(3,3) 各 
出 现 一 次 。 故 对 于 任何 两 列 , 字 母 <1”“2?“3” 间 搭配 是 
均匀 的 。 又 如 ， 正 交 表 Ls(4 X 2) 有 8 行 5 列 ， 第 一 列 由 数 
字 “1”,“2”“3”“4” 组 成 ， 每 个 数字 各 出 现 两 次 ,其 余 各 
列 都 由 数字 “1”、 “2» 组 成 ， 它们 各 出 现 4 次 , 即 各 列 本 身 
每 个 数字 出 现 的 次 数 相同 ， 且 第 一 列 与 其 余 各 列 横向 组 
成 的 8 个 有 序数 对 (1 ,1)、(1,2)、(2，1)、(2,2)、《3，1)、 
(3,2)、(4,1)、(4,2) 各 出 现 一 次 ,其 余 各 列 任何 两 列 模 
向 组 成 的 有 序数 对 (1,1)、(1,2)、(2,1)、(2,2) 各 出 现 两 
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次 。 故 任意 两 列 各 种 数字 的 搭配 是 均匀 的 。 

这 样 的 性 质 就 是 所 谓 的 正 交 性 。 它 保证 了 每 个 因素 
的 各 个 水 平 参 加 试验 的 次 数 一 样 多 ,并且 横 问 间 拱 配 均 
匀 。 同 时 使 所 作 的 少数 试验 能 较 好 地 代表 所 有 组 合 的 情 
况 , 因 此 它们 是 均匀 分 布 的 ,由 于 正 交 表 的 性 质 决 定 了 正 
交 试 验 具 有 整齐 可 比 性 , 即 它 使 每 个 因素 在 各 个 水 平 的 
结果 之 和 中 ,其 他 因素 的 影响 相同 ,从 而 可 以 分 析 .比较 ， 
以 确定 出 主要 .次 要 因素 ,好 水 平 . 不 好 水 平 , 且 作出 优化 
方案 来 。. 正 交 表 的 这 种 均匀 分 散 、 整 齐 可 比 性 ,使 正 交 试 
验 实现 了 试验 次 数 的 以 少 代 多 。 如 正 交 表 Z(3 )， 振 需 3 
= 81 次 试验 , 现 只 需 做 9 次 。 

在 黄金 分 割 选 优 法 中 同样 体现 了 这 一 思想 。 设 要 求 ， 
函数 M = fQ) 在 区 间 (a,2) 的 最 大 (或 最 小 值 )。 但 函数 
_M = f(t) 没有 具体 表达 式 , 故 对 于 每 个 + 值 所 对 应 的 

f() 都 只 能 通过 试验 求 得 ,这 是 优选 法 的 特点 之 一 。 令 
在 (ea,2) 内 任 取 两 点 ;a 二 ti 二 4 二 65, 分 别 在 ts 处 做 试 
验 ， 求 得 对 应 的 Mi = f(t) 和 MM, 一 三) 比较 MM 和 
1 。 若 设 M= Ge) 在 (a,6) 上 只 有 一 个 最 优点 1* ,又 车 
和 所 在 亡 铺 两 侧 (图 3.8(1)), 则 试验 后 不 论 去 挥 (& ,t;) 
还 是 (1,5) ,t* 都 在 留 下 部 分 内 。 若 在 1" 辕 侧 ,例如 在 右 
侧 ( 图 3. 8(2)), 则 试验 结果 必然 ts 比 刀 好 , 故 丢 挤 (t,6) 
后 ,t" 仍 不 会 丢掉 。 因 此 , 沿 着 “ 坏 ”点 丢掉 不 包括 好 点 在 
内 的 一 段 , 最 优点 总 不 会 委 掉 ,但 试验 范围 却 缩小 了 . 同 
时 ,由 于 在 未 试验 前 ,二 次 试验 后 哪个 好 是 未 知 的 , 故 在 
整个 试验 范围 内 的 二 次 试验 ,丢掉 (a,ts) 或 (i1,6) 机 会 是 
相等 的 ,这 就 要 求 它们 等 长 ,从 而 ts 一 4 二 5 一 刀 ; 即 ts 二 
a 十 2 一石。 同时 为 了 保证 试验 从 总 体 上 是 均衡 .与 称 的 ， 
每 次 留 下 区 间 的 长 度 都 是 上 次 留 下 长 度 的 w(0 < 过 ww 过 


144 数学 的 思维 方式 


1) 信 。 设 .tz 两 次 试验 后 丢掉 ( ,0) 留 下 (a,t1) ,再 在 贸 
下 的 区 间 (a,t) 中 取 坟 过 i, 在 ts 做 试验 得 Ma: 二 f (3;)， 
比较 后 车 优 ,去 掉 (zs,41), 留 下 Ga,t,)。 车 记 4 为 第 次 
比较 后 留 下 的 区 间 长 度 , 则 应 有 
lat1 = WwW * i,o 
注意 到 二 5 一 a 二 一 ay 又 to 一 a 二 bb 一 击 ,; 故 
[一 站 一 (一 0 一 人 一 a) 一 0 一 右 


一 如 一 4 一 12。 


M M 
0 a 0 dt " 
人 简 
(1) (2) 
图 3.8 


但 人 == ll 一 zf, 故 
1 一 wlio = wwlo), 
因 上 和 0 可 得 
w 十 ww 一 1 二 0。 
由 于 0 天 取 赤 1, 则 
w 一 —1t v5 > 0. 6180339， 
它 就 是 黄金 分 割 的 比值 ,通常 称 为 黄金 数 。 
用 黄金 分 割 比值 安排 优选 试验 可 以 以 较 少 的 试验 次 
数 获得 理想 的 试验 效果 。 理 由 在 于 这 种 安排 体现 了 试验 
点 的 均衡 .匀称 、 和 谐 . 协 调 。 美 学 研究 表明 ,和 和谐. 匀称 、 
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比例 的 合 度 共有 美感 ,由 于 黄金 分 割 使 整体 和 部 分 达到 
了 和 和谐, 匀称 和 比例 的 合 度 , 故 用 黄金 数 分 割 对 象 , 可 使 
对 象 具有 美感 . 曾 有 人 作 过 试验 ,让 人 们 在 不 同 的 长 方形 
中 挑选 一 个 美的 图 形 ,结果 绝 大 部 分 人 选中 的 书籍 .广告 
等 的 宽 、 长 比 取 为 黄金 数 , 在 建筑 中 ,在 高 塔 劳 建 凌 楼 阁 
和 和 设置 平台 ,总 把 楼 阁 和 平台 设置 在 高 塔 的 黄金 分 割 丘 
处 ,因为 这 样 设计 可 使 瘦削 单调 的 塔 身 变 得 丰富 多 彩 。 同 
样 ,在 摩天 大 楼 的 黄金 分 割 点 处 布置 腰 线 或 装饰 物 ,整个 
楼 房 就 显得 宏伟 、 雅 致 ,在 摄影 和 美术 创作 中 ,一 般 不 把 
表现 的 主题 放 在 画面 的 正中 ,而 应 放 在 偏离 中 心 的 黄金 
分 割 点 处 。 在 雕塑 中 ,以 人 的 下 肢 与 身高 之 比 取 为 黄金 分 
割 比 时 为 最 美 。 古 希腊 的 智慧 女神 雅典 娜 和 太阳 神 阿 波 
罗 的 塑像 ,都 是 采用 这 种 身段 比 , 舞 台 上 ,歌唱 演员 知 站 
在 舞台 正中 就 会 显得 刻板 ,而 站 在 黄金 分 割 点 处 , 则 显得 
活泼 .和 谐 , 且 音响 效果 也 较 好 。 

历史 上 ,对 黄金 分 割 的 研究 由 来 已 入。 相传 这 一 分 割 
是 由 古 希腊 人 首先 发 现 的 ,后 来 ,不 少 人 又 相继 作 了 研 
究 。15 世纪 ,意大利 画家 波 堤 切 利 著 有 《 论 神圣 的 比例 》， 
认为 数学 中 的 这 个 比例 是 地 球 上 的 一 切 称 为 美的 东西 神 
必须 遵循 的 .17 世纪 著名 科学 家 开 普 勒 将 “黄金 分 割 ” 和 
“ 馈 股 定理 ” 誉 为 几何 学 的 两 个 罕有 的 宝藏 ,文艺 复兴 时 
期 的 美术 大 师 达 . 芬 奇 ,不 仅 在 自己 的 艺术 实践 中 厂 泛 
地 应 用 了 这 个 分 割 ,而 且 用 数学 方法 探讨 了 应 用 解剖 , 透 
视 . 构 图 等 方面 的 系统 理论 ,并 把 它 命名 为 黄金 分 割 .日 
此 ,这 一 名 称 便 一 直 延 用 至 今 。 

2. 正 交 试验 法 

正 交 试验 法 是 指 应 用 正 交 表 进行 试验 的 设计 和 对 试 
验 的 结果 进行 数量 分 析 的 一 种 试验 方法 ,这 种 方法 的 思 
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恰当 的 正 交 表 , 并 将 因素 和 水 平安 排 在 正 交 表 上 ,得 出 试 
验方 : 
析 试 验 结案， 以 确定 出 推广 的 最 佳 方案 。 | 
例如 , 某 化 工厂 为 提高 产品 回收 率 ， 用 正 交 试验 法 寻 
找 合 理 的 生产 工艺 。 据 试验 和 分 析 知 ,影响 回收 率 的 原因 
中 ,反应 温度 .加 碱 量 和 催化 剂 种 类 三 种 最 为 重要 。 放 挑 
选 这 三 种 因素 进行 试验 .对 每 个 因素 ,确定 其 相应 的 试验 
范围 ; 定 出 若干 水 平 , 得 如 下 的 因素 水 平 表 : : 


因 1 4 B | CC 
ee aaa | WE 
1 | A 80 B| 35 Ci 甲 
2 4， 85 B, 48 
3 A, 90 | 8B, 55 


选择 L,(3) 表 , 将 A、B、C 三 因素 分 别 轩 于 表 的 1、 
2、3 列 ， 便 得 试验 方案 如 下 


、 | AC Bh ) Cc z 


《 甲 ) | 51 
.71 1 
58 

82 

69 ~ 

59 
: .77 
: 85 
.84 


0 


一 一 
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A(C) Blkg) | 
| "| 


k | 246 .| 2 | 204 | 
| 站 70 | .65 


通过 试验 ,将 试验 的 数据 填 入 表 中 右边 的 指标 栏 
中 ,并 对 试验 结果 进行 分 析 , 分 别 求 出 各 因素 的 对 应 水 平 
试验 结果 的 和 .例如 ,第 一 列 中 ,温度 为 80'C 的 三 种 指标 
的 和 为 KK， 一 51 十 71 十 58 二 180， 温度 为 85 C、 90C 的 
三 种 指标 的 和 分 别 为 天 , = 210 ,天 ; = 246， 将 它们 记 入 该 
列表 的 Ki(i 二 1、2、3) 栏 中 。 同 理 求 出 B、 C 对 应 的 KK , 表 
”的 加 是 每 个 因素 各 水 平 条 件 下 试验 的 平均 指标 ,可 从 天 
求 得 ,又 称 各 列表 中 &; 的 最 大 、 最 小 值 之 差 为 极 差 , 记 为 
R.。 极 差 的 大 小 反映 了 同一 因素 取 不 同 水 平时 ,试验 指标 
的 变化 幅度 , 极 差 越 大 ,表明 因素 对 试验 指标 的 影响 也 越 
大 , 因而 就 越 重要 .这 里 ,A 的 极 差 (22) 最 大 ,C 为 次 ， B 
最 小 。 故 三 个 因素 主 次 顺序 为 4 一 C 一 B。 在 各 列 的 考核 
指标 中 ,4A;、.C,、B; 分 别 最 好 , 故 它 可 能 是 4.B、C 的 最 佳 
试验 条 件 , 而 这 个 试验 不 包括 在 已 做 的 9 个 试验 中 ,因而 
要 作 验 证 试验 . 取 9 个 试验 中 最 高 收 率 的 8 号 试验 与 其 
作对 比 。 验 证 试验 结果 知 4 、B:、C: 的 收 率 92.522 高 于 8 
号 的 试验 收 率 , 于 是 知 4,、B,、C; 为 最 佳 试验 条 件 .同时 ， 
从 上 述 试验 中 看 出 ,温度 越 高 , 收 率 也 越 高 ,在 可 能 条 件 
下 ， 如 将 反应 温度 再 适当 提高 作 试验 ， 也 还 可 能 有 较 高 的 
下 交 试验 法 是 处 理 各 因素 选 优 问 题 的 一 种 重要 设计 
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和 分 析 方 法 , 它 可 以 以 较 少 的 
试验 次 数 来 获得 较 好 的 试验 结 
果 。 其 原理 在 于 如 前 面 所 说 的 ， 
试验 点 分 布 的 均匀 分 散 性 ,在 
本 例 中 , 原 做 27 次 的 全 面试 验 “ 
(试验 点 在 立方 体 表面 的 27 个 。 
点 上 ), 改 用 正 交 试验 法 ,只 做 
了 A,\Bi.Ci;A\、B,.C2;Al、 
B.C;3; 4 Bi.C;; A,、 B,Cs; 
As.Bs.Ci;As.Bi.C334s、.Bs.Ci;As、Bs.Cs 等 9 次 ,这 9 个 
”点 均匀 分 布 在 立方 体 的 三 个 面 上 ,从 而 能 全 面 地 反映 出 
整个 立方 体 的 情况 (图 3. 9)。 

目前 , 正 交 试验 法 已 大 量 应 用 于 工农 业 生 产 . 如 据 
《数理 统计 与 管理 》 卷 12 第 1 期 刊 文 , 河 北 工学 院 部 万 
德 、. 刘 金海 针对 热 镀 锌 生产 中 灰 铸 铁 锌 锅 易 腐蚀 ,应 用 正 
交 试 验 法 进行 熔铸 渗 确 试验 ,找到 了 较 好 的 工艺 条 件 , 即 
在 这 样 的 工艺 条 件 下 熔铸 渗 硼 ,使 灰 铸铁 件 表面 形成 渗 
硼 层 ,解决 了 灰 铸 铁 锌 锅 的 腐蚀 问题 ,使 灰 铸 铁 锌 锅 的 使 
用 寿命 提高 了 25 倍 。 据 部 、 刘 调查 ,河南 省 某 些 工厂 的 灰 
铁 锅 原 每 月 要 换 7 口 ,一 口 这 样 的 锅 价 值 2000 元 . 故 使 
用 正 交 试 验 找到 的 新 工艺 ,对 降低 热 镀 锌 生产 工艺 的 成 
本 作用 是 很 大 的 。 


3.6 ” 群 结构 原理 与 几何 学 


1. 群 的 概念 和 原理 
所 谓 群 是 指 这 样 的 一 个 集合 C, 如 果 在 这 集合 中 可 
引进 运算 ″“。”, 且 满足 以 下 四 条 性 质 ， 
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1° 封闭 性 :对 于 YabE€G, 有 a°*bEG.。 
2° 结合 性 : 即 对 于 VY abc E G, 有 
(Coep)ec 一 acl) 一 Gop。c。 
3° 存在 单位 元 素 e € C, 即 对 于 V aceEG, 有 
aoe 一 eoQd 一 an 
4° 存在 逆 元 素 , 即 对 于 V a E CC, 存在 元 素 &a "EG， 
使 得 


] 


a °°a=e,。 
则 称 集合 G 关于 运算 。 是 一 个 群 .如 果 这 个 群 的 运算 还 
满足 : 
5° 交换 律 ;好 对 于 Ya.bEG,ab= 二 bo°a,， 
则 这 个 群 称 为 交换 群 或 Abel 群 。 

例如 ,整数 Z 对 普通 加 法 运算 构成 一 个 交换 群 ,因为 
它 满足 运算 的 封闭 性 、 结 合 性 且 有 单位 元 0; 又 整数 a 的 
道 元 是 其 相反 数 一 <。 同 理 , 正 有 理 数 集 Q+ 对 于 普通 乘 
法 也 构成 一 个 Abel 群 ,单位 元 素 是 正 整 数 1, 任 一 正 有 理 
数 a 的 逆 元 是 它 的 倒数 二 .但 全 体 负 有 理 数 集 Q- 对 于 乘 
法 就 不 构成 群 ,因为 它 对 乘法 运算 不 封闭 。 又 正 整 数 对 乘 
法 运算 也 不 构成 群 ,因为 任 一 正 整数 ,其 倒数 不 是 正 整 
数 , 故 它 没有 道 元 。 

又 如 ,在 全 体 整数 上 定义 模 2 加 法 由: 即 对 于 任意 整 
数 ac.2, 如 条 

a 十 5b 二 0(mod 2)， 
即 a 十 5 为 偶数 , 则 a 四 8= 0。 又 

a +b 1((mod?), 

即 a 十 5 为 奇数 , 则 a 才 2 一 1。 

由 于 整数 按 “ 模 2 相等 ”的 概念 只 有 两 个 元 素 0 和 1， 


doa 
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故 实际 只 有 以 下 的 情况 : 
0PB0=0,0B1=1,1@B0=1,l1dDB1= 0, 
因而 全 体 整 数 关 于 模 2 的 加 法 构成 群 ， 其 单位 元 是 0,0 

和 1 的 逆 元 分 别 是 自 和 号 。 
本 如 , 设 有 集合 11,2,3,4), 考 虚 4 个 字 全 的 所 有 可 
能 的 置换 所 成 的 集合 。 即 由 


1234 1234 i1234 : 
本 je 


1234 134 3214 
1234 : : 
| > = 所 组 成 的 置换 集合 ,该 集合 中 有 24 个 元 


素 .可 验证 它 满足 封闭 性 .结合 性 , 且 有 单位 元 To。 因为 集 
合 中 的 任 一 置换 与 7 之 积食 为 这 一 于 


. 1234 12344 (1234 
1,s* 1o 一 ” 一 一 不 23 
| 4321 1234 4321 


又 ， 任 一 置换 都 有 道 置换 在 这 集合 中 。 如 :了 ,的 道 置 换 为 
了 ,因为 


1 Wn 
2134| \2134 1234 和 


故 {1。,… ,12} 移 成 一 个 置换 群 ， 这 是 一 个 24 阶 的 置换 
群 , 记 为 S,。 

群 的 概念 不 仅 与 集合 有 关 , 而 且 与 所 考察 的 运算 有 
关 , 群 概念 揭示 的 是 数学 对 象 及 其 它们 的 相互 关系 , 亦 即 
对 象 的 关系 结构 ,这 种 关系 结构 已 经 抽 去 了 对 象 的 具体 
内 容 , 而 只 考虑 对 给 定 意义 下 的 运算 , 凡 满 足 封闭 性 、 结 
合 性 、 有 单位 元 、 有 逆 元 的 任何 一 种 抽象 物 的 集合 . 它 是 
建立 结构 理论 的 基础 .瑞士 著名 心理 学 家 皮 亚 杰 正 是 应 
用 了 群 概念 的 思想 实质 ,建立 了 结构 主义 理论 ,他 在 其 名 
著 《 结 构 主义 》 中 阐述 了 这 一 理论 的 基本 原理 是 : 
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1° 结构 的 整体 性 ，; 

2° 结构 的 转换 规律 ; 

3° 结构 的 自身 调整 性 。 

皮 亚 杰 在 论述 这 些 原 则 时 ,是 从 群 的 概念 出 发 的 .他 
认为 , 正 是 由 于 群 公理 所 规定 的 性 质 , 才 保证 了 结构 各 部 
分 的 联系 .转换 机 制 和 系统 的 相对 封闭 性 等 。 

这 种 以 群 论 原理 建立 起 来 的 各 种 具体 结构 在 实践 中 
得 到 了 广泛 的 应 用 。 例 如 ,相对 论 中 的 洛 仑 效 群 ,量子 力 
学 中 的 李 群 等 都 是 现代 科学 中 的 常识 性 工具 。 数 学 中 高 
次 方程 式 根 的 求解 ,也 与 这 一 概念 相 上 紧密 联系 者 。 

例如 ,考察 四 次 方程 

2 十 az 十 0 十 cz 十 过 一 0。 

由 韦 达 定理 的 根 与 系数 关系 ,得 
Zi 十 Try 十 Ta 十 2 一 一 Q， 
ZiZ， 十 Zizi 十 ZiZ4 十 XoT3 十 XzX4 十 aa24 二 ， 
ZIZ27Z3 十 TIZ2Z4 十 Totads 十 ZiX3X4 一 一 5C， 
Tai 一 过。 
以 上 四 式 左 端 为 基本 对 称 多 项 式 ,对 置换 群 S, 不 变 。 若 
作 多 项 式 V， 一 2 十 Ta 一 as 一 Zi 在 9 的 作用 下 ,V， 的 
24 种 变化 只 有 6 种 不 同 。 例 如 ,分 别 在 
1234 1234\ 11234 1234 
1 | 
作用 下 ,Vi 仍 变 为 vi。 又 分 别 在 
1 2 3 中 |， 2 3 ,| 2 | 2 2 
 \3412 4312 3421 1 4321 
作用 下 ,V1 变 为 
V, = 一 X11 一 XY 十 X33 十 区 一 一 WV)。 


同 理 , 另 外 四 种 是 


JJ 数学 的 思维 方式 


Ya 一 TI 十 Ti 一 T 一 TV 一 一 2 一 2 十 十 2 
= 一 ViV, 一 2 十 二 一 Tar 一 TV 一 一 2 一 并 十 
十 zs 二 一 Vs。 

作 关 于 S, 不 变 的 对 称 多 项 式 构 成 的 方程 : 

Gt — VG — Ve) tt — Ve) : 
= (tt— VDGTHVODG— VO)OG+V)OG — Vo (t+ Vs) 
~ (VG Ve) V)= 0。 
因为 它 是 关于 二 的 三 次 方程 ,三 次 方程 已 有 公式 解 ， 
可 得 关于 的 三 个 解 , 因 而 得 it 的 六 个 解 。 
从 四 元 一 次 方程 组 
VI=Zzx 二 rT Xi Xs 
V ;一 2 十 Ta 一 ao 一 4 
Veo = Xi XT ~ TX, ~ Xa, 
a=Xxii+zrt xT 
中 解 得 / 
Xx! 一 廊 (V, 十 VV; 十 VV; 一 a)， 


zs = TV V,— Vs ~— a), 


nl Vt V0) 


z= (Vi 一 V+Vs ~ a). 


而 Vi.V3.Vs 可 用 基本 对 称 多 项 式 表示 ,又 基本 对 称 多 项 

式 的 值 恰 为 方程 的 系数 ,因此 四 次 方程 的 根 式 求解 就 乞 

成 了 .上 述 求解 过 程 中 ， 置换 群 的 概念 起 了 重要 的 作用 。 
这 样 的 求解 思想 是 否 能 适用 于 五 次 或 五 次 以 上 多 万 

程 ,这 是 个 十 分 自然 的 问题 。 无 数 次 的 尝试 部 失败 卫 , 究 

其 原因 发 现 , 代 换 
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Y 一 十 Ti 一 一 4 
是 一 个 技巧 ,有 了 VV 的 这 一 表达 式 , 四 次 方程 求解 才能 化 
为 如 的 三 次 方程 求解 .法 国 数学 家 拉 格 朗 日 首先 意识 到 ， 
对 五 次 方程 ,能 起 这 样 作用 的 Y 一 般 并 不 存在 ,他 还 于 
1770 年 指出 , 根 的 置换 理论 是 解 代 数 方程 的 关键 ,并 将 
使 函数 保持 不 变 的 根 的 置换 集 称 作 群 ,这 就 是 群 这 一 词 
的 最 初 含义 .1824 年 挪威 数学 家 阿 贝尔 (Abel) 证 明了 五 
次 方程 一 般 不 可 解 , 但 当时 无 人 理解 .不 久 ,年 轻 的 法 国 
数学 家 债 罗 瓦 (Galois) 证 明 : 一 个 方程 如 果 可 以 用 根 式 
求解 ,相应 的 Galois 群 必须 属于 一 定 的 类 , 即 Galois 群 是 
可 解 群 .而 相应 于 一 般 的 ”次 方程 的 Galois 群 ,只 有 在 
= 1,2,3,4 时 才 是 可 解 群 .这 样 , 伽 罗 瓦 完全 解决 五 次 
及 五 次 以 上 根 式 求解 一 般 不 可 能 的 问题 ,并 在 这 过 程 中 
创立 了 群 论 .这 种 群 论 的 重要 性 和 意义 ,著名 数学 家 波 莱 
尔 的 如 下 一 段 话 是 耐人寻味 的 。 他 说 :这 种 群 的 所 有 重 
要 性 质 ,例如 可 解 性 ,实际 上 是 不 依赖 于 被 置换 对 象 的 性 
质 的 ,从 而 产生 了 ' 抽 象 群 的 概念 以 及 某 些 非常 重要 的 
定理 ,可 以 应 用 于 许多 领域 .但 是 ,多 年 来 这 似乎 只 是 纯 
粹 的 抽象 数学 .1910 年 左右 ,Princeton 大 学 一 位 数学 家 
和 一 位 物理 学 家 在 讨论 课程 表 的 时 候 , 那 位 物理 学 家 说 ， 
他 们 无 疑 可 以 删 掉 群 论 ,因为 它 决 不 会 对 物理 有 用 的 。 没 
过 二 十 年 ,出 版 了 三 本 关于 群 论 与 量子 力学 的 书 , 此 后 ， 
群 也 就 成 为 物理 学 中 十 分 重要 的 东 四 2 

2. 变换 群 与 几何 学 

F. 克 菜 因 (F. Klein) 的 几何 观 以 “ 爱 尔 兰 根 纲领 * 
(Erlangcn programm) 闻 名 于 世 , 这 是 克 莱 因 1872 年 在 
德国 爱尔兰 根 大 学 所 作 的 题 为 “近世 几何 学 研究 的 比较 
评论 ”的 报告 中 提出 的 。 他 在 演讲 时 明确 地 宣布 说 ;几何 


154 数学 的 思维 方式 


学 尽管 本 质 上 是 一 个 整体 ,可 是 ,由 于 最 近期 间 所 取得 的 
飞速 发 展 , 却 被 分 割 成 为 许多 几乎 互 不 相干 的 分 科 , 其 中 
每 一 个 分 科 几 乎 都 是 独立 地 继续 发 展 着 ,于 是 ,公开 发 表 
旧 在 建立 几何 学 的 这 样 一 种 内 在 联系 的 各 种 考虑 ,就 显 
得 更 加 必要 了 。” "具体 地 说 ,F. 克 莱 因 提出 了 如 下 的 关 
于 几何 的 新 观点 : 

没 给 定 一 个 集合 以 及 此 集合 的 元 素 间 的 一 个 变换 
群 , 我 们 把 此 集合 叫做 空间 ,集合 的 元 素 叫 做 点 , 子 集 叫 
做 图 形 ,于 是 空间 内 图 形 对 于 此 群 的 不 变性 质 ( 包 括 不 变 
量 与 不 变性 ) 的 命题 系统 的 研究 就 称 为 这 空间 的 几何 学 ， 
而 空间 的 维 数 就 称 为 几何 学 的 维 数 , 且 称 此 群 为 它 的 基 
本 群 。 有 一 个 变换 群 就 相应 地 有 一 种 研究 在 这 个 群 作用 
下 不 变性 质 理论 的 几何 学 。 例 如 , 欧 氏 几何 研究 的 就 是 正 
交 变 换 群 之 下 不 变性 质 的 命题 系统 。 相 应 地 ,抛物 度量 九 
何 是 相似 变换 下 的 不 变性 质 的 命题 系统 ,而 仿 射 几何 : 射 
影 几 何 对 应 的 变换 群 则 是 仿 射 变换 群 和 射影 变换 群 。 
”为 什么 能 用 变换 群 来 统一 各 种 几何 学 ? 这 是 由 变换 
群 定义 中 的 公理 所 决定 的 。 以 欧 氏 几 何 为 例 , 它 所 研究 的 
图 形 下 的 性 质 是 不 同 的 点 与 其 合同 的 一 切 图 形 所 共有 
的 。 这 种 在 不 同 的 点 与 F 合同 的 图 形 组 成 的 一 类 , 正 是 
我 们 熟知 的 合同 等 价 类 。 而 等 价 关 系 是 必须 满足 反射 律 、 
对 称 律 传 递 律 等 三 律 的 ,但 由 于 正 交 变 换 构 成 正 交 变换 
群 , 按 群 公理 的 要 求 ， 作为 正 交 变 换 群 中 任 一 天 于 的 正 认 
变换 必 具 有 下 列 性 质 ，: / 

1° 恒 等 变 换 是 正 交 变换 ; . 

2* 正 交 变 换 的 逆 变 换 是 正 交 变换 ; 

3 两 个 正 交 变换 的 积 是 正 交 变 换 。 

这 正 交 变换 的 三 种 性 质 恰 与 合同 等 价 关系 的 三 律 完全 相 
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对 应 ,从 而 将 欧 氏 几何 看 作为 是 正 交 变换 下 的 不 变性 质 
的 命题 系统 就 是 十 分 自然 的 事 了 。 

克 莱 因 的 几何 观 还 指出 了 各 种 几何 的 内 在 联系 . 正 
因为 一 个 变换 群 决定 一 种 几何 学 ,而 变换 群 作为 一 种 定 
义 了 运算 的 集合 ,它们 的 外 延 具有 包含 与 被 包含 的 关系 。 
若 集 合 $ 的 变换 群 GeCG4, 则 说 Ge 是 Ga 的 子 群 .这 样 ， 
Gs 决定 的 几何 系统 就 是 G4 的 子 几何 系统 .反之 ,G4 的 几 
何 系 统 是 Gs 的 原 几 何 系统 ,由 于 任 一 变换 群 的 不 变性 质 
对 于 它 的 子 群 总 是 成 立 的 ,而 反之 却 未 必 , 故 原 几 何 系统 
. 的 性 质 , 子 几 何 系统 一 定 成 立 。 反 之 , 子 几何 系统 性 质 原 
几何 未 必 成 立 。 若 用 天 .4、.S 、M 分 别 表示 射影 群 、 仿 身 
群 . 柏 似 群 . 正 交 群 , 则 KK 汪 4 祈 S$ MM. 故 仿 射 几何 是 身 
影 几 何 的 子 几 何 , 而 抛物 度量 几何 ` 欧 氏 了 几何 则 分 别 是 仿 
射 几何 和 抛物 度量 几何 的 子 几 何 .各 种 几何 的 比较 见 下 
表 。 


各 于 人 ET 全 有 7 欧 氏 几何 
Te 


Xx' 二 dll 
| aizy 十 Ci3| 


机 
PT ;一 之 Cii 工 i 
7 一 . 
CL ~ 一 1,2,3) 
plas; | 0 


| 3 一 G21 
十 az2y 十 923 
All R12 


xX' = TCOSH 
一 Aysind + a 
| 1 = xsing 


十 Mysing 十 45 
A 一 土 1 


变换 式 


天 01 


四 |! Q21 422 z 
S| 8 | 5 | 4 | 3 
仿 射 性 质 相 亿 性质 度 世 注 质 


射影 性 质 
研究 对 条 入射 不 变量 “| 相似 不 变量 ”| 度量 不 变量 
射影 不 变量 | 同 左 同 左 同 左 


z 结合 性 “| 结合 性 
生 洒 在 | 结合 性 。 | 平生 性 。 | 平行 性 。 | 平行 性 
四 相似 性 合同 性 
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和 名称 | 射影 几何 欧 氏 几何 
交 比 


距离 


{加 点 1 J) 


: 了 解 了 各 种 几何 间 的 相互 关系 ,可 使 我 们 获得 居 高 
临 下 看 待 和 处 理 各 种 几何 问题 的 能 力 。 

例如 ;两 图 形 的 位 似 被 定义 为 图 形 上 任 一 点 了 与 
对 应 图 形 玉 上 的 点 已 ,对 某 一 国定 扣 O 有 王 代 


直线 上 , 且 (P'PO) 一 大 0, 其 中 (PPO) 一 35. 由于. 


单 比 (P'PO) 是 仿 射 不 变量 ,P' .P.O 共 线 是 结合 性 , 故 
这 一 概念 是 属于 仿 射 几何 的 ,当然 , 它 对 于 仿 射 几何 的 子 
几何 抛物 度量 几何 、 欧 氏 几何 等 亦 适用 ,但 对 射影 几何 不 
适用 。 

又 如 ,三 角形 垂 心 , 它 在 相似 变换 下 仍 保持 其 垂 心 原 
有 的 面 角 ,从 而 对 其 子 几 何 欧 氏 几何 亦 成 立 ,. 但 在 仿 射 变 
换 、 射 影 变 换 下 ,三 角形 的 垂 心 不 能 再 保持 其 垂 心 原 有 的 
特征 。 

F. 克 莱 因 将 群 公理 与 等 价 关系 联系 起 来 思考 ,使 原 
先 被 分 割 开 来 的 几何 学 在 群 的 观念 下 重新 被 统一 起 来 
了 .他 的 这 一 工作 在 数学 史上 获得 了 很 高 的 评价 。 例 如 ， 
数学 史家 M. 克 莱 因 就 曾 指出 :* 虽 然 下 . 克 莱 因 的 几何 观 
点 不 能 证 明 无 所 不 包 , 但 它 确实 能 给 大 部 分 的 几何 提供 
一 个 系统 的 分 类 方法 ,并 揭示 很 多 可 供 研究 的 问题 .他 的 
几何 “定义 指引 了 几何 思想 约 有 50 年 之 久 21 

在 处 理 具体 几何 问题 时 ,几何 学 的 变换 群 观点 往往 
注重 于 寻找 图 形 在 变换 中 的 不 变 的 数量 和 关系 ,而 这 常 


dil 
| 
me 
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常 可 以 使 间 题 的 求解 变 得 异常 简洁 。 
例 1 结论 陷 含 在 图 形 的 
旋转 对 称 之 中 。 
在 正方 形 4;4:4:4, 内 取 
点 己 , 由 顶点 4, 向 4:P 引 垂 线 
ls 由 4: 向 4:P 引 垂 线 /,, 由 
4: 向 4P 引 垂 线 4, 由 A, 加 
A,P 引 症 线 . 证 明 : 所 引 的 四 ”4 
条 垂 线 (或 延长 线 ) 相交 于 一 
点 (图 3. 10)。 
本 题 是 四 线 共 点 问题 , 待 证 的 四 线 站 .242 是 另外 
四 线 4:P.4:P、4,P 4; 已 的 垂 线 。 鉴于 所 论 图 形 是 正方 
形 ,其 对 角 线 交点 口 是 图 形 的 旋转 对 称 中 心 , 若 以 O 为 中 
心 , 顺 时 针 90* 的 旋转 记 为 RC0, 一 90), 由 于 


R(O0, — 90°) 
一 一 一 一 一 一 一 一 -> 


A . 


AA, A,A, 9 


故 


R(O, 90°) 
Ll 一 一 一 人 AsP, 


这 是 因为 4 经 R(0, 一 90*) 后 所 得 的 直线 必 过 4, 是 垂直 
于 4, 这 样 的 直线 只 能 是 4:P。 同 理 

1 AP,AP,AP, 
因为 4PC = 1,2,3,4) 四 直线 共 点 于 PP, 又 旋转 不 改变 
虚 与 直线 的 结合 关系 , 故 如 sls 也 必 共 后 。 

本 题 的 求解 抓 住 了 旋转 中 的 不 变 关系 一 一 点 线 的 
结合 关系 和 不 变量 一 一 直线 的 交角 ,解法 简捷 而 明快 。 

例 2 仿 射 成 为 特殊 图 形 。 

已 知 平行 四 边 形 4BCD 中 ,E.F 分 别 是 AB.AD 上 
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的 点 , 且 AE = 二 AB,AF 一 二 4D， EF 交 4C 于 G。 若 


AG 二 X44C, 求 4 的 值 (图 3. il1G))。 
间 题 是 求 一 直线 上 两 线段 之 比 ， 这 是 仿 射 不 变量 。 由 
于 仿 射 变换 可 将 任意 三 角形 变 为 一 特殊 三 角形 ， 例如 可 
变 为 等 腰 直 和 角 三 角形 , 记 了 是 将 人 48C 变 为 等 腰 直 角 三 
角形 A'B'C'(B' 为 直角 项 的 仿 射 变换， 这 时 ， 
:平行 四 边 形 ABCD > 正方 形 A'B CD 人 图 
3.11(2))， .i 加 


(1) / “(2) 
图 3. 11 


”AG/A4C = A'G'/A'C',， 

故 要 求 AG/AC, 只 需求 A'G'/A'C', | i 
车 以 A' 为 坐标 原点 ,A'B'、 A'D’ 分 别 为 z 轴 、 ,y 轴 建 

立 直 角 坐 标 系 , 取 A'B' = 45D' = 1, 则 

CC 一 工 。 

因为 在 仿 射 变换 中 ;， .， :; ，- 

AE/AB = A'E'/A'B' ,AF/AD.= A'F A'D. 


nls lo 
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PF 一 十 下 -二 1, 即 mz 十 ny 一 1。 
0 
mz Fny— 1 yn 
,| 1 1 | / 
ol 元 十 训 ,元 二 
因而 
rr ] _ ] yal 
4C = Tr 4L 。 
则 AG 一 二 证 元 下 


本 题 的 求解 折 住 了 仿 射 变换 的 基本 不 变量 一 一 _ 单 
比 亦 即 仿 射 比 。 若 不 用 仿 射 方法 , 亦 可 直接 求解 ， 

作 BM // EF,DN // EF. ‘“* 人 人 ABM @ ACDN， 
“AM 一 CMV。 


AG AE_1 4 一 人 一 二 , 故 4M 一 mA4G， 


AM AB 4N 47 
AN=n. AG. z 
则 AC 二 AN 十 NC 二 AN 十 AM= (+tm)AG.。 


ac _ l 


直接 求解 员 然 也 很 从 党 ,但 要 添置 辅助 线 ， 技巧 性 较 
强 , 相 比 而 诗 ' 仿 射 的 方法 既 简洁 ,又 较 程式 化 ， 因而 容易 
找到 求解 方法 。 

例 3 交 比 一 一 射影 几何 的 一 种 活力 。 

设 4B 为 圆 O 直径 ,C 为 4B 延 长 线 上 一 点 ,CM 人 切 圆 
OM,MH | ACFFH,MAH .BC = AC. HB.AH 
表示 有 癌 线 段 AH) : 

连结 OM ,在 RLAOMC 中 ,OM = OH . OC， 

则 Oh? = OH . OC. 


6 


图 3. 12 


ol 


‘+ O04=—_08, : 0A+0OB= 


收 2(OA .O08B+OH.0C)— (OH +0C)(04 十 OB) 
= 0 


UA.OB-H.OB_-04.0C+0H.0C+04 
.O08 — OC.08—04.0H+OH:0C=0 
,OBONA 0) — OC(04 ~ OH) + OB(O0A — O00) 
-OP(O4 — OC) 一 0 
,> (OA O08 OC) + (04 — 00)(0B — 0H) 
.+.B=0 或 4 :BC=A4C.HB. 
在 射影 几何 中 ,问题 的 背景 是 调和 比 理论 , 亦 即 它 可 
归结 为 证 (48,HC) = 一 1。 求 解 方法 要 比 初等 方法 简 
洁 。 解 法 如 下 : | 
车 过 B 作 4M 的 平行 线 交 MH、MC 或 其 延长 线 于 
DE, 则 LDMB = LCMB, 叉 因为 人 AMB 为 直角 ,中 
AM | BM。 所 以 ;MB | DE, 从 而 DB = BE。 
考虑 直线 DE 上 的 无 穷 远 点 p， 则 
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(DE,BP,) 一 一 1。 

视 MD、ME MB、MA 为 一 线束 ,此 线束 被 直线 DE 所 截 
得 DE、B、P。, 由 中 心 投影 下 交 比 的 不 变性 知 

(MD ME,MB MA) = (DE,BP.) =— 1, 

又 线束 MD,.ME、MA、.MB 被 直线 4C 所 截 , 则 

(HC,AB)= (MD ME,MA MB)=— 1, 

夏 AB .BC = AC . HB. 

上 述 解 答 中 ,MA4、MB、MH、MC 的 调和 性 还 可 用 以 
下 方法 证 明 : . 

注意 到 MB 是 人 HMC 的 平分 线 , 而 M4 是 人 HMC 
的 外 角 平 分 线 。 车 在 ZHMC 内 取 一 点 为 坐标 原点 ， 
MHH、MC 的 法 式 方程 分 别 为 <= 0,86==0, 则 MB、MA 的 
方程 依次 为 a 一 8 二 0a 十 8 二 0。 从 而 

(MD ME,MA MB) = 一 1 

射影 几何 中 , 交 比 是 一 种 活力 , 它 可 将 点 列 与 线束 不 
断 转 化 ,从 而 简化 解 题 过程 , 本 题 就 是 一 例 。 

例 4 射影 到 无 穷 远 。 

设 三 直线 PP: QiQ: 、RIR: 交 于 一 后 PP、 GCC:、 
RR; 分 别 交 两 直线 OX,、OX; 于 Pi.Qi、R 写 P,、Q;、R,。 
求证 PQ; 与 PQ 的 交点 ,QR 与 QsRi 的 交点 ,RiP; 与 
RP; 的 交点 在 一 直线 上 , 且 所 在 的 直线 通过 点 O( 图 
3.13(1))。 

这 是 点 线 结合 关系 的 问题 , 属 射影 几何 的 讨论 对 象 ， 
故 可 将 直线 OS 投射 到 无 穷 远 。 这 只 需 在 直线 OX,、OX， 
所 定 的 平面 zx 外 任 取 一 点 Y, 取 平面 平行 于 V 与 OS 所 
定 的 平面 , 则 以 了 为 射影 中 心 建立 的 5 向 x 的 中 心 投影 
将 O05 射影 成 zw 的 无 穷 远 直线 0 -9 ~。 

设 P QT、R Po QQ Re 分 别 为 Pi Q Ri 六 2、 
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z 图 3.13(1) 
Q,、R, 在 此 中 心 射 影 下 的 象 。 令 
QR; X QR = L,PR, Xx PR = M, 
P,Q, X PQ = N。 : 
则 这 三 点 在 中 心 射 影 下 的 象 为 
QR,' xX QR 一 了 ,PR Xx PR = M',， 
Pu!'Q,' Xx PQ = N'. z 
PVP NA]QQ / Ri'R; ,PQI'R' / Pr'Q,' Rs', 
故 LIM'N' // PrQ RN Pr Qy Rs', 


图 3. 13(2) 
亦 即 这 三 直线 交 于 O',,。 由 于 中 心 射 影 保持 点 线 结合 
系 不 恋 , 故 L,M.N 共 线 , 且 通 过 定点 O( 图 3.13(2))。 


| 
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例 5 高 观点 之 下 的 中 学 几何 竞赛 题 。 

如 图 3.14(1), 设 CD 上 有 一 点 B, 直 线 4C // EB， 
AB // ED, 则 入 AEB 面 积 是 八 ABC 面积 和 人 和 俯 EDB 面积 
的 比例 中 项 。 

“这 是 武汉 市 1978 年 中 学 数学 竞赛 试题 。 从 射影 几何 
的 观点 考察 , 它 是 以 平行 投影 为 背景 ,从 如 下 的 问题 中 引 
发 出 来 的 .其 问题 是 : 

设 C'D 上 有 一 点 B', 以 DB'、B'C' 为 边 在 同 侧 分 别 
作 正 三 角形 D'B'E 和 A'B'C'( 图 3. 14(2)) 。 若 B'C' = 
1,D'B' = a, 则 此 时 4'C' // FE'B' ,A'B' EFE'D'.H 
V3 ,wo V3 


Sarr 


DA4BC 一 3, Snes 一 
从 而 必 有 


SapE -一 由 人 4BCr “ SApEIo 


(1) : (2) 
z 图 3. 14 

由 于 平行 投影 不 改变 两 线段 的 平行 关系 , 即 平行 线段 经 
平行 投影 后 仍 为 平行 了 线段 , 且 这 种 投影 又 不 改变 两 图 形 
的 面积 比 . 同 时 ， 任 一 三 角形 经 一 - 定 的 平行 投影 后 总 可 变 
为 正三 角形 .既然 

中 人 A4B 一 一 OANABC * SAgpp 
对 (2) 图 成 立 , 则 对 图 (1) 必 有 


DAABE 一 DAABC * DAEBD 


i 


成 立 ,从 而 就 有 上 述 的 竞赛 试题 

”竞赛 试题 的 设计 过 程 ,为 我 们 求解 竞赛 题 提供 了 宝 
贵 信息 , 即 图 (1) 的 问题 可 用 计算 方法 证 明 , 其 证 法 如 
下 : | 

“ 设 BC=6,BA = ce,BE = d, LABC = «LEBA 
=P, 则 / 


1 和 1 和 
Sagc 一 二 pcsinaySAasrz 一 二 cdsinl0。 


2 2 
d DB dsing ， 
sinw np PB sina ;从 而 


SABED = 7 1 Sin . sin (a 十 9)。 
注意 到 bsin(a 十 py = sing, 


SH ABE 一 SAABC ” 心 ADpBE。 
3.7 排序 .迭代 和 有 向 化 


1. 序 关 系 和 排序 ， 
(1) 序 关 系 与 大 小 关系 。 
| 序 关系 是 人 们 生活 中 的 常识 ,又 是 数学 研究 的 对 象 。 
在 现代 数学 中 , 序 结构 与 代数 结构 .拓扑 结构 一 起 构成 了 
数学 的 三 大 基础 结构 ,结构 主义 学 派 , 即 布尔 巴 基 学 派 称 
之 谓 母 结构 。 | 
| 一 个 集合 已 叫做 有 序 或 全 序 的 是 指 ， 如 果 在 的 元 
素 之 间 定义 了 一 个 关系 “<”, 且 具有 以 下 性 质 : 
1° 自 反 性 ;着 x € EE, 则 zz 到 文 ; 
2 反对 称 性 ; 若 X、y EE,z<y, 且 y 环 TT, 则 z= yi 
3 传递 性 : 符 工 yz EE,rz<y, 又 y<z, 旭 工 < 过; 
4° 可 比 性 : 若 z.y 捷 巨 ,z 天 >》 则 必 有 或 者 工 <y， 或 
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者 y 必 广 。 

例如 ,婚约 的 正 的 真 分 数 集 M 按 大 小 关系 “ 委 ” 符 合 
上 述 四 条 公理 .又 同 样 可 以 验证 既 约 真 分 数 集 , 按 如 下 的 
字典 排列 也 可 构成 有 序 集 : 


z 设 六 一 全 = , 若 gq < gs 或 者 qi 一 9 且 户 
过 刀 ， 则 称 六 小 于 或 等 于 7, 记 为 坟 之 z 


按 这 种 顺序 排列 , 既 约 的 正 的 真 分 数 , 依 次 为 ; 
1 121312341 


2’3’3’4'4’5’5'5’5’66°’7’ 
这 说 明 同 一 集合 中 的 元 素 可 按 不 同方 法 排 定 次 序 。 

又 如 ,平面 上 的 点 亦 可 排 成 全 序 。 设 任 给 两 点 (zi， 
y1), (Ts, Y2)。 约定 若 zi < 一心 ,或 者 z 一 之 ? 且 y yz, 
po 亦 即 平面 上 点 的 次 序 可 以 先 比 第 
一 坐标 ,第 一 坐标 相等 时 再 比 第 二 坐标 .显然 ，<” 满 是 
四 条 全 序 公理 : 

1 (Zryy) < (X,Y); 

2" 若 (zy) < (zy zyz) < 《Ty1), 则 由 十 
义 必 有 ZX! = T2991 二 y2; 节 (Ty1) 一 《zzyyzs)。 

3 设 (z 六 ) 过 (zy 《T2992) < (T3533), 则 由 第 
一 式 知 zi < 或 并 二 ZK; 且 yi 志 ,又 由 第 二 式 知 zz 二 
Za 或 者 zz 一 X33 匡 yy; 二 》 组合 请 情况 有 ZX; 二 Za 或 者 
zl 一 zi 县 六 委 》。 亦 即 (zy) < (zsyy3)。 

4° 尾 给 Czyyi)、(Czzyyz) 目 人 (zy ) 涛 (zyy)， 则 必 
有 | 关 zy， 或 者 7 且 和 天 入 。 奉 | 二 Xsy 则 必 (zi， 
y1) < (zzyyz) ;车 zi 二 Za， 便 有 (zzyyz) << (zy1)3 奉 2 
= xs 和 yy 则 (Cry) < (zyy2)3 帮 TT 二 Xs 且 y 
> yp 则 Czrzsy2) 过 《zi1591);: 即 (zi1,y1) 和 (zs,y2) 是 可 比 
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的 。 

因此 ,平面 上 点 已 排 成 了 全 序 。 由 于 复数 与 平面 上 点 
构成 一 一 对 应 , 故 复数 也 排 成 全 序 , 其 序 关 系 是 : 实 部 小 
的 复数 在 前 , 实 部 相等 , 虚 部 小 的 在 前 。 

序 关系 不 等 于 大 小 关系 。 一 个 序 关系 只 在 与 四 则 运 
算 有 协调 关系 时 才 称 为 大 小 ， 这 种 协调 关系 的 特征 具有 
”如 下 的 性 质 : 

5° 加 法 保 序 性 ， 若 a 实 6, 对 任何 < 有 a 十 c 守 6 十 c; 

6° 乘 正 数 保 序 性 :着 a 宇 。， 对 任何 < 之 0， 有 ac 之 pc。 
亦 即 一 个 序 关 系 当 满足 5°、6° 时 称 为 数目 次 序 ,这 时 元 素 
间 有 大 小 关系 。 - 

” 既 约 的 正 的 真 分 数 按 字典 排列 的 顺序 不 是 大 小 关 

系 , 因 为 它 不 满足 上 述 两 条 保 序 性 .例如 ， 


3 
ne 
又 二 << 训 ， 
但 - 二 X3 一 总 > 本 一 可 X3。 


”复数 无 大 小 关系 。 即 无 论 怎样 定义 元 素 间 的 关系 ,都 
不 能 同时 适合 1 一 6°。 对 此 ,可 用 反 证 法 证 明 。 
假定 复数 存在 着 关系 < 满足 1" 一 6 ' 则 必 将 引起 节 
盾 . 这 只 要 考察 元 素 0 与 i: : 
: 因为 0 天 二 所 以 或 者 0 之 忆 或 者 i 之 0。 
人 作 若 0<i 由 6* 知 0* 江 < 成 立 , 亦 即 0 天 一 1。 
再 由 6" 得 0. 关 (一 1 即 0 妆 一 1。 又 由 5° 01 
(一 站 :十 i 成 立 , 即 i 过 0 世 厦 。 


pb 
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加 车 i 壕 0, 由 5° 知 i 十 (一 人 之 0 十 (一 站 成 立 ， 
亦 即 0 到 一 i 又 由 6 得 0 (一 让 运 ( 一 站 (一 站 亦 即 0 
尺 一 1, 再 由 6 有 0.( 一 2 到 ( 一 1)( 一 收 得 0<i1 子 盾 。 

由 .名 知 ,复数 无 大 小 关系 。 : 

对 序 关 系 , 有 时 定义 满足 序 公 理 中 前 三 条 , 亦 即 具有 
自 反 性 ` 反 对 称 性 .传递 性 的 集合 称 为 半 序 集 。 例 如 ,日 然 
数 以 整除 为 半 序 . 若 设 N 为 自然 数 集 ,a.6 E Na 整除 
六 ( 记 以 ai10) 定义 为 a <5。 不 难 验证 这 是 半 序 。. 

”因为 &la; 若 a165,bla; 则 a==6; 若 a15,6b1c; 则 alc。 故 
它 满足 半 序 公理 的 三 条 .但 任何 两 整数 之 间 未 必 有 整除 
关系 ,因而 没有 可 比 性 , 故 这 样 的 关系 只 能 构成 半 序 ,不 
能 为 全 序 。 

消 数 依 全 局 大 小 为 半 六 ， 

设 下 是 闭 区 间 [4,6] 上 一 切实 函数 全 体 ,f (zx)、g (Xx) 
EFF, 若 对 x Efa,b] 有 f(z) 过 g(7x), 则 规定 了 全 g, 亦 
即 g(Cz) 在 [a,6] 中 各 个 x 处 全 面 地 大 于 、 至 少 等 于 
f(z), 这 时 下 按 此 也 构成 半 序 集 。 由 于 任何 两 个 应 数 之 
间 不 一 定 都 存在 “全 面 优势 ”, 所 以 FF 不 为 全 序 集 。 

如果 说 实数 集 的 主要 特征 之 一 是 全 序 , 那 么 实 函 数 
全 体 所 成 之 集 的 特征 之 一 就 是 半 序 .从 全 序 到 半 序 ,反映 
了 人 们 对 客观 世界 数量 关系 的 认识 又 深入 了 一 步 。 

(2) 排序 与 排序 原理 。 

排序 是 这 样 一 种 思想 方法 , 即 在 研讨 或 处 理 问题 时 ， 
根据 需要 把 问题 中 所 涉及 的 量 用 某 种 方式 排 定 次 序 , 然 
后 借助 构造 的 序 关系 再 行 分 析 、 解 决 问题 。 

例如 , 设 有 7 个 点 ,其 中 任何 3 点 不 在 一 直线 上 , 任 
何 4 点 不 在 一 圆周 上 , 问 是 否 一 定 存在 过 3 点 的 圆周 ,使 
其 余 的 点 中 的 一 半点 在 圆 内 ,一 半 扣 在 加 外 ? 
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据 题 意 ,总 存在 某 两 点 的 一 条 直线 ,使 其 余 5 点 均 在 
这 直线 的 同 侧 。 奋 这 两 点 为 4, 其 余 5 点 为 PG = 1， 
…， 5) 将 这 5 点 按 4P,B 的 大 小 顺序 排 定 为 : 

APB < /AP,B< /APB< /APB 

<< /APB, 
这 寺 , 过 A4、B.P, 作 立 , 则 P;、P; 必 在 圆 外 ,P,、P; 必 在 回 
内 。 这 里 将 P; 按 4P,B 的 大 小 顺序 排 怎 次 序 是 求解 的 
关键 。 因 为 只 有 当 这 种 次 序 排 定 后 ,我 们 才能 具体 地 寻找 
适合 问题 的 解 。 亦 即 排序 往往 可 使 某 些 一 般 情形 的 问题 
化 归 为 某 些 特殊 情况 的 问题 .这 种 按 需 要 给 对 象 排 年 次 
序 的 思想 就 是 排序 。 

应 用 排序 思想 ， 类 似 地 还 可 证 明 : 平面 上 2n 十 3 不 
点 中 任何 3 点 不 共 线 ,任何 4 点 不 共 圆 , 则 一 定 存在 过 其 
中 3 点 的 圆周 ,使 得 其 余 2x 个 点 的 一 半 在 圆 内 , 另 一 半 
在 圆 外 .这 时 ,当选 定 两 点 4、B 使 其 余 2n 十 1 个 点 均 在 
4B 连 线 同 侧 后 ,要 对 PGi 一 1,2,…,2n 一 1) 按 人 APB 
的 大 小 排序 。 / 

”应 用 排序 思想 ,还 可 得 到 数学 上 的 一 个 重要 原理 ,这 
是 指 : 

设 al az,as 和 bb ，,…,b, 是 2n 个 非 负 实数 ,而 
Pi 02z > sD 是 bi Da ,~* 'b, 的 任 一 排列 9 

S=ab" +ab’ 十 … 十 ab。 

则 在 和 数 S 中 ,最 大 的 是 a; 和 56; 按 同 硕 序 相 乘 \ 相 加 所 得 
的 数 , 最 小 的 是 a; 和 6; 按 反 有 顺序 相 习 相 加 所 得 的 数 。 事 
实 上 , 设 

S' 一 qb 十 一 十 aib;* 十 … 十 ajb;" 十 十 asb。， 
又 a; 二 a;, 则 
S 一 3 一 (ab + ab;’) — (ab;” 十 ai ) 
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a ab 2 ,Db ”二 5;” 时 ， 
/ < 过 0,6” 之 6b? 时。 
由 于 给 定 的 数 a 和 5 只 能 构成 有 限 个 不 同 的 和 数 , 在 它们 
中 总 有 最 大 的 和 最 小 的 ,而 当 ai 或 6.(i = 二 1,2,…,n) 都 相 
等 时 , 取 等 号 ,故而 结论 成 汇 。 
排序 原理 有 着 重要 应 用 ,许多 著名 不 等 式 都 可 由 它 
推出 。 如 ， 对 nn 个 正 数 zi ,Ts 有 


EE de 
TT 


这 只 要 在 24 个 数 中 令 c = Mziz2…z,, 且 


4 Ue 一 上 ， 
1 ，_ 工 1 
2 ~ 一 a ay ” ,b> 一 0 
注意 到 ais\b(? = 1,2,*° ,7) 反 序 ， 便 有 有 
2 一 上 上 十 … 十 ] 
一 CI 十 ，… ab, 
< 和 aip. 十 az 十 Qs 十 十 Gb 
一 二 十 2 十 十 = 
C 他 e 
TI 
等 号 仅 在 于 ee 5c ce Cc 1, 或 
1 一 本 2 一 … 一 2 一 C 蛙 成立。 


此 不 等 式 称 为 算术 - 几何 不 等 式 , 法 国 数学 家 柯 西 
用 数学 归纳 法 解答 了 此 题 , 故 又 称 它 为 柯 西 不 等 式 。 

许多 实际 生活 中 的 优化 问题 ,也 可 用 排序 原理 来 解 
决 。 例 如 ,1978 年 全 国 数学 竞赛 有 如 下 一 个 问题 , 题 明 
是 : | 

有 10 人 各 自 拿 一 水 桶 同时 到 某 一 自来水 龙头 上 盛 
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水 .已 知 各 人 水 桶 的 容量 不 等 , 问 怎 样 安排 打 水 的 顺序 才 
能 使 花费 的 总 时 间 为 最 少 ? 

由 于 第 一 、 第 二 …、 第 十 人 打 水 时 等 待 的 人 数 分 别 
为 10 人 ,9 人 ,…,1 人 。 同 时 , 因 各 人 水 桶 的 容量 不 等 , 故 
它们 分 别 盛 满 水 桶 的 时 间 也 不 同 , 设 分 别 为 ,ts,… ,to， 
易 知 盛 水 花费 的 总 时 间 为 : 

10t; 十 9t; 十 … 十 26 十 三 0， 

由 于 10，9，… 1] 是 倒序 , 故 按 排序 原理 只 有 当 tl yt2， 
… ,tio 是 由 小 到 大 邑 磊 序 时 才能 使 10ti 十 9tz 十 *…… 十 2i 
十 bo 是 反 序 和 ,而 反 序 和 是 最 小 的 。 因 此 , 盛 水 花费 的 总 
时 间 最 少 的 方法 是 按 桶 的 容积 大 小 从 小 到 大 的 次 序 逐 个 
盛 水 。 

排序 不 仅 对 数学 ,而且 对 任何 一 种 理性 的 认识 活动 
都 具有 重要 的 意义 。 因 为 任何 思维 都 包括 着 信息 的 获取 、 
储存 .加工 和 输出 等 过 程 , 其 中 对 信息 的 加 工 处 理 过 程 ， 
除了 要 对 信息 进行 核实 外 ,分 类 、 排 序 是 不 可 缺少 的 。 例 
如 ,通过 对 信息 的 分 析 、 比 较 才 能 排出 最 重要 的 、 重 要 的 、 
次 重要 的 、 不 重要 的 、 可 忽略 的 ,外 表 的 、 表 里 兼 有 的 、 及 
里 的 ,等 等 ,没有 对 信息 的 分 类 和 排序 ,任何 科学 的 抽象 
都 是 不 可 能 的 。 

2. 迭代 与 计算 机 

迭代 是 一 种 数值 方法 .例如 , 求 方程 z= g(x) 的 解 ， 
可 选择 适当 的 初始 值 ro, 得 

Xi 一 4 (Zoo) ,Ts 一 A | = JX) z 
在 一 定 条 件 下 ,车 xz, 有 极限 , 则 x,+1 也 有 相同 极限 , 亦 即 
是 原 方程 的 根 .这 种 通过 逐次 代入 同一 关系 式 而 实现 问 
题解 的 方法 即 是 迭代 。 : 

迭代 这 一 计算 方法 自 计 算 机 出 现 后 应 用 更 加 广泛 ， 
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因为 迭代 的 特点 是 逐次 代入 同一 关系 式 , 亦 即 机 械 地 重 
复 同一 动作 ,这 正 是 计算 机 的 长 处 。  . 

例如 ,要 计算 多 项 式 f(x) 在 zx 一 8 时 的 值 ， 其 中 

f(x) 一 Ax + Bx tox t+Dzr thz 十 Fri 二 GG。 
行 改 写 1 (xX) 为 z / 

f(z) = 二 (((((Az 二 + Bz 二 OT Dr Kyz+ 

F)z++G, 

于 是 ,数值 计算 化 为 这 样 两 个 动作 的 重复 进行， 目 第 
一 系数 4 起 , 依 A、.B.C、D、E、F.G 的 顺序 , 弱 z 加 下 一 
系数 ,直至 取 完 最 后 一 个 系数 为 止 .显然 ,这 样 计算 f(x) 
的 值 对 于 计算 机 来 说 ,是 很 容易 的 。 

“又 如 ,一 个 正 数 a, 求 它 的 平方 根 ， 即 是 求 方程 
1 


:A=0 _ —1 C2 
Ta 0 或 工 3 [z+ 


的 正 根 . 用 迭代 法 ,考虑 和 迭代 公式 
] Q 1 . 
Xl 一 到 [二 十 2 o 
取 z >0,n=0,1,2," : 
注意 到 zx, > 0, 显 然 zx。 是 有 下 界 的 。 驻 


Ta+i 1 a 
Tat _ 1 十 到 |， 


过 


且 
| 
/a 法 + 尖 上 > 学 2= Va ， 
2 一 了 + 圳 < 二 + 


1 | ”数学 的 思维 方式 


Trtt < Tho 
外 Tn 为 单调 下 降 的 ,从 而 -站 疏 伍 CC 一 了 | 十 人 , 故 
c= Vda. 
志和 = Zn 一 Va, 则 
T= 二 Va, 
1 a\ 1 一 
zn 一 二 | 二 和 = 二 [68+ Va ) 十 


6 +2Vad,+ 2 
2(6, 十 Va) 
0 十 2Vva0 十 2c 
0 一 TT Va 一 一 “一 一 一 一 一 -一 一 -一 二 Va 
十 1 过 xz 十 1 人 2 于 Va) a 
2 
-一 0 之 On . 
26 + Va) 2Va 
本 章 第 5 节 中 谈 到 的 黄金 数 
二 - 二 二 V5 、 0.6180339， 


让 人 站 有 上 为 醒 要 应 用 w 是 二 次 方程 和 ?十 名 
?的 下 要 现 用 迭代 法 求 其 近似 根 。 改 写 原 二 次 方 


py 一 上 一, 取 远 代 公 式 


令 f(z) 一 zx: 十 z 一 1, 且 f(0) 二 一 1<0，f(1)=1 
> 0， 四 
故 ”f(z) 在 (0,1) 间 有 解 z"。 
” 狐 z 一 0 代入 磷 代 公式 得 zi 一 1(1 次 迭代)， 继续 这 


样 的 过 程 ,得 


a 
Ped 


多 
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1 2 
人 


. b 8 
次 欠 代 )， YX 一 一 zs 一 号 ze 一 下 入 


得 到 了 解 的 一 囊 近似 什 


Fh 
TEC! 一 F,’™? ~ 一 Fo 一 一 F,’ sn 一 - 天 
其 中 
FP, = Fe l= Pt hn 2 
5 
可 证 明 它 收敛 于 5 二 1 、 0.618. 其 中 ,数列 {F,} 即 


是 著名 的 杰 波 纳 姜 数列 ， 在 优选 法 中 ,上 述 近 似 分 数 常用 
来 安排 试验 点 , 即 是 优选 法 中 的 分 数 法 。 

如 上 近代 时 获得 的 著名 数列 {F.) ,在 自然 界 具有 奇 
妙 的 性 质 ,比如 ,植物 的 叶子 在 茎 上 的 排列 ,同一 种 植物 
具有 一 定 规律 。 若 称 位 于 荃 周 同一 母线 位 置 的 两 片 时 子 
为 一 周期 , 义 记 

W = 每 个 周期 叶子 围绕 的 图 数 /每 个 周期 中 的 全 沁 

叶子 数 。 

则 W 将 是 一 些 特定 的 数 , 仅 随 植 物品 种 不 同 而 异 。 如 


] 1 2 3 
人 补 桂 一 由 一 本 ， 人 要 本 一 5 一 8 


5 
W 坟 机 一 3， 


这 串 分 数 的 分 子 和 分 母 都 各 自 组 成 了 一 个 斐 波 纳 契 数 
列 。 类 似 地 , {F,} 还 与 兔子 的 繁殖 、 雄 蜂 的 家 族 、 钢 伶 合 
键 排列 等 问题 密切 相关 。 
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3. 有 向 化 方法 
所 谓 有 向 化 是 指 某 些 问题 中 的 量 或 某 些 问题 本 身 ， 

原 无 方向 的 意义 ,但 处 理 问题 时 , 按 需要 把 它们 看 成 有 方 
向 的 ,这 样 的 思想 称 为 有 向 化 .例如 ,对 距离 .面积 、 体 积 
等 规定 方向 ,就 产生 了 有 向 距离 有 向 面积 和 有 向 体积 。 
又 如 , 某 系 统 由 7 个 量 决定 ,有 时 我 们 就 把 这 个 系统 看 作 
一 些 有 方向 的 量 的 集合 ,这 些 有 方向 的 量 均 可 沿 个 方 
向 自由 变动 等 。 

有 问 化 的 突出 作用 是 : 

(1) 它 能 将 彼此 孤立 的 某 些 量 ,用 方向 有 机 结 
来 ,使 之 成 为 一 个 相互 关联 的 .和 谐 的 统一 整体 。 
例如 ,若干 线段 相 加 减 , 如 果 我 们 把 所 论 线段 都 感 子 
方向 的 意义 ,那么 原 问 题 就 统一 为 求 首尾 相 接 的 同一 让 
线 上 的 若干 有 向 线段 的 和 ,同样 ， 平面 上 若干 角 的 加 、 减 ， 
把 角 看 成 是 有 方向 的 ,也 可 化 为 求 一 列 系 有 向 角 的 和 

X(a,6)++ 文 (0， Ch) 十 。 下 XW, 7 十 ¥ (m, n) . 

一 = Xa,n).。 

其 中 ， 有 向 角 x (a,b) 是 指 ， 任意 一 点 0， ,过 O 分 别 作 
a.b 两 直线 的 平行 线 4、 了, 则 将 ! 绕 O 点 旋转 重合 于 人 的 
角 称 为 a.6 的 有 向 角 , 记 为 X (a,5)。 通常 旋转 方向 递 时 
针 的 角 值 为 正 , 顺 时 针 的 角 值 为 负 。 可 

平面 极 坐标 , 若 用 有 向 量 描述 , 便 为 : 

对 一 固定 点 O 一 一 极点 , 自 O 引 一 固定 轴 OX 一 一 
极 轴 ,平面 上 的 任 一 点 已 ,OP 所 在 直线 为 i,e 为 :上 的 单 


位 向 量 沙 二 文 (DOX ,2),OP = pz, 则 (p,9) 叫做 点 了 的 


极 坐 标 。 
又 如 ,几何 中 的 某 些 不 同 概念 和 定理 ,应 应 用 方向 量 处 
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理 , 就 可 得 到 统一 的 描述 ,如 用 有 向 线段 可 统一 叙述 内 、 
外 位 似 , 梅 奈 劳 斯 定理 和 齐 瓦 定 理 等 用 有 向 角 , 圆 中 4、 
B.C.D 四 点 ,不 论 次 序 如 何 ,其 共 圆 的 充 要 条 件 都 为 ， 

文 ACB 一 文人 DC 天 0 
(x 4CB 是 指 直线 CA 和 CB 间 的 有 向 角 )( 图 3. 15)。 


图 3.15 


同时， 用 有 向 化 处 理 某 些 问题 ， 常常 可 以 取得 内 容 和 
形式 的 和 谐 一 致 

例如 ,平面 上 点 对 于 直线 或 衬 s 间 中 点 对 于 平面 的 位 
置 关系 ,应 用 有 向 化 处 理 , 可 得 到 有 向 距离 ( 离 差 ) 的 概 
念 . 而 这 有 向 距离 ,可 用 点 的 坐标 代入 直线 或 平面 的 法 式 
方程 的 左 端 得 到 。 应 用 有 向 距离 ,要 断定 给 定 的 点 是 否 古 
凸 多 面体 内 部 的 点 ,就 只 要 对 所 论 多 面体 的 任 一 个 面 , 考 
虑 它 不 在 这 个 面 的 其 余 各 顶点 与 给 定点 相对 于 这 平面 的 
离 差 是 否 都 有 相同 的 符号 ,车 都 相同 (不 为 零 ), 则 该 已 知 
点 必 是 多 面体 内 部 的 点 。 这 里 ,点 的 坐标 代入 直线 和 平面 
的 法 式 方程 这 一 形式 与 有 同 距 离 的 内 容 之 间 取 得 了 和 谐 
的 一 至 。 ，. 
又 如 ， 直角 坐标 系 中 ， 有 向 面积 .体积 为 
Ti 上 
Ya yz |， 


Za ya ] 
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Ti yi ZI | 


TX, yz Z2z ] 


】 
VV 四 面体 A A_ALA 一 o 
上 2 3° 4 6 Ts ys Za 1 


T4 Y4 Za 

其 中 点 4， 的 平面 坐标 为 (zx; 2D 空间 坐标 为 (Xx;,Y;,2;)。 
面积 .体积 的 量 值 ,不 仅 与 顶点 坐标 的 值 有 关 , 而 且 与 它 
们 在 行列 式 中 排列 的 顺序 有 关 。 行列 式 的 表达 形式 写 有 
向 面积 、 体 积 的 内 容 取 得 了 完 类 的 统一 。 

(2) 有 向 化 方法 为 解 题 提供 了 统一 处 理 的 方法 ,省 

去 了 许多 分 情况 讨论 。 

: 数学 中 的 繁琐 、 复 杂 , 莫 过 于 证 明 或 解 题 中 存在 情况 
众多 的 讨论 。 英 国 数学 家 哈代 (Hardy) 曾 指出 :我们 不 
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况 ” 是 数学 论证 中 一 种 比较 果 板 的 “形式” ,一 个 数学 证 
明 应 该 像 一 个 简单 而 轮廓 分 明 的 星座 ,而 不 是 银河 系 中 
杂乱 无 章 的 星 群 5" 由 于 有 向 化 方法 可 将 各 种 片面 、 弛 
立 的 情况 联结 成 为 一 个 统一 的 整体 ,这 样 就 为 研讨 问题 
提供 了 统一 处 理 的 方法 ,从 而 避免 了 求解 和 论证 问题 时 
出 现 繁 琐 复杂 的 分 情况 讨论 ,因而 用 这 样 的 方法 处 理 问 
题 ,必然 使 解 题 方 法 具有 高 度 的 简洁 性 和 概括 性 。 ”| 

例如 ,在 A4BC 三 边 BC.CA、4B 所 在 直线 上 各 取 
蜡 于 顶点 的 点 关 .Y.Z, 则 AYZ、BZX、OCXY 共 点 。 

若 不 用 有 向 角 , 就 要 区 分 X. 了、Z 三 点 在 边 上 或 边 的 
延长 线 上 的 诸 情 况 ( 图 3. 16 仅 画 出 其 两 种 ) .用 有 向 角 处 
理 , 便 可 概括 诸多 情况 的 证 明 于 一 ,方法 是 : 

设 @BZX 与 OCAY 的 第 二 交点 为 〇 , 连 OX、 OY 
OZ , 则 

x AYO = ¥ CXO = X BZO = 文 AZO, 
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故 ” 文 4YO 二 X AZO, 从 而 在 AYZ 上 , 即 三 
辐 共 点 。 


图 3. 16 


方向 \ 位 置 在 中 国 古 算 中 是 很 突出 的 .例如 , 金 元 时 
期 ,中 算 家 发 明了 天 元 符号 ,创立 了 天 元 术 , 在 天 元 术 基 


” 础 上 又 发 展 出 四 元 术 。 对 此 ,《 四 元 玉 鉴 》 元 莫 者 序 中 记 


述 道 ;“ 以 元 气 居中 , 立 天 元 一 于 下 ,地 元 一 于 左 ;, 人 元 一 
于 有 , 物 元 一 于 上 ,阴阳 升降 ,进退 左右 ,互通 变化 , 错 综 
无 穷 .” 即 是 说 ,“ 太 ”居中 表 常 数 项 ,天 .地 、 人 、 物 四 个 未 
知 数 分 居 “ 太 ”的 下 、 左 .右上 四 个 位 置 , 诸 元 的 宕 次 由 
它们 与 “ 太 ” 的 位 置 决 定 , 相 邻 两 元 的 星 次 之 积 记 入 相应 
行 . 列 的 交叉 处 ,不 相 邻 诸 元 之 积 证 入 夹缝 中 。 如 朱 世 杰 
《四 元 玉 鉴 ， 假 令 * 四 象 会 元 ”中 的 “ 云 式 ” 和 “ 物 元 之 
式 ” 分 别 表示 : : 

一 十 2z7 一 ZX 十 4y 十 Xz 十 4 和 2z 十 23y 
一 1 图 3.17)。 
这 种 用 方向 .位 置 来 表达 未 知 数 的 方法 出 现在 金 元 时 期 ， 
在 当时 确 是 一 个 很 大 的 进步 ,但 这 种 符号 后 来 没有 继续 
进步 和 向 前 发 展 ,至 16 世纪 后 欧洲 出 现 了 符号 代数 , 相 
比 之 下 ,我 国 的 方向 、 位 置 性 质 符号 就 显得 落后 了 、。 
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从 去 项 
Dll 
+ 


图 3. 17 


3.8 ”回归 分 析 与 马尔 可 夫 预 测 


1. 回归 分 析 思 想 与 一 元 线性 回归 

现实 世界 中 事物 的 运动 都 是 和 它 周围 的 事物 互相 联 
系 、 相 互 影响 的 ,因而 反映 其 运动 的 变量 之 间 就 必然 存在 
着 一 定 的 关系 。 这 些 变量 之 间 关 系 的 发 现 , 通 常 是 通过 试 
验 或 实验 测定 得 到 一 批 数据 ,然后 再 行 分 析 处 理 , 找 出 其 
相互 关系 。 回 归 分 析 就 是 研究 变量 之 间 这 种 相关 关系 的 
一 种 数理 统计 方法 。 它 可 以 根据 观察 数据 ,确定 变量 之 间 
是 否 具有 某 种 相关 关系 ,并 给 出 近似 的 数学 表达 式 。 据 
此 ,还 可 对 某 变 量 进行 预测 或 控制 。  ， 

-元 线性 回归 是 处 理 两 个 变量 相关 关系 的 最 简单 的 
回归 分 析 ， i 思想 是 : 设 有 ? 对 观察 数据 
z VV V2 Ye 
据 此 分 别 在 直角 坐标 平面 上 作出 (ziyyi)》 的 感 ,这 样 的 图 
称 为 散 点 图 。 若 图 中 各 点 分 布 趋 于 一 直线 ,这 时 就 说 变量 
之 间 存 在 着 线性 相关 关系 ， 并 可 用 关系 式 》 一 po 十 Biz 
表示 ,其 中 BB 是 需 从 已 知 数据 进行 估计 的 估计 值 ,分 
别 记 以 a,6。 则 称 》 二 a 十 pz 为 回归 方程 ,ab 为 回归 系 
数 。 又 称 和 = a 十 bx; 为 回归 和 便 , 亦 即 y 的 估计 值 。e; = >; 


由 
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一 和 反映 了 估计 值 与 观察 值 之 间 的 偏差 , 称 为 残 差 .由 


于 个 残 差 相 加 时 可 能 因 正 负 抵 消 , 故 其 代数 和 不 能 真 
实地 表示 其 总 的 偏离 情况 ,又 用 残 差 的 绝对 值 之 和 来 表 
示 又 不 利于 运算 ,最 简便 的 方法 就 是 到 残 差 的 平方 和 , 妈 


Q= 24= Sy — a — bx)’, 
并 使 其 最 小 ,这 就 是 最 小 一 二 乘法 ,得 估计 的 a 必 值 应 满 是 
方程 组 : 
2 一 一 2 3 Cy — a— bx)=0 
(se 
ab 


一 -一 25 Cy, — 二 一 Bx) XT -一 0, 
i==}- . 


b 
名 
人 
1 一 ] 1 二 1 
5 Ti 一 ax 十 总 三 zi。 
解 得 
加 
< 好 > eh 
b= Sa ES] (Sr)? 
_ 1 弄 _ 1 开 
记 生 一 下 
1 一 xx 
;一 ] 
Ls,= S(t — 7 — 


-= Sziy; 一 一 (Sx) (2%) ， 


1 二 1 


则 ”a 二 y— brb = L/L 
由 于 .yy.Lw、Lss 都 可 由 观察 值 计算 而 得 , 故 回归 直线 
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便 可 求 得 ， : 

注意 到 任何 ”对 数据 都 可 以 用 最 小 二 乘法 求 出 回归 
直线 ,这 就 需要 考虑 所 求 的 回归 直线 是 否 可 靠 ,因而 就 要 
对 所 求 的 回归 直线 进行 显著 性 检验 ,通常 用 相关 系数 
作为 检 验 统 计量 ,以 检验 变量 x、y 之 间 是 否 具 有 直线 关 
系 。 

我 们 把 - 一 ZL NI.:* Do 称 为 变量 x 与 > 的 相关 
系数 。 其 中 ， 

L,, 一 2 (yi 一 y)? 一 By: 一 Sy)’, 
相关 系数 满足 不 等 式 |-| 之 1. 这 是 因为 
Q= Ey — a br) = Sy —y+— br)’ 

= yD — 2s (2) D+ Ez) 


2 四 加 Li, 
1 | 


= 上 ,,(l1 一 > 0, 
由 于 工 ,, 实 0,; 所 以 1 一 7 宇 0, 即 |7| 声 1, 当 r0 时 ， 
称 z 与 y 正 相关 ; 当 r 二 0 时 , 称 z 与 y 负 相关 ; 当 r 二 0 
时 , 称 z 与 y 不 相关 。 当 |r| 接近 于 1 时 ,就 认为 + 与 y 之 
间 有 明显 的 线性 关系 。 

-| 怎样 才 算 “接近 ”于 1, 可 以 查 相 关系 数 检 验 表 得 
临界 值 。 若 给 定 的 显著 性 水 平 为 aC0. 05 或 0.01), 则 据 a 
与 对 应 的 n 一 2(n 一 2 是 指 Q@ 中 有 7 个 变量 ,2 个 约束 条 
件 , 故 其 自由 度 为 ”一 2), 查 相关 系数 检验 表 , 得 临界 值 
re(n 一 2)。 当 |r| 守 roosln 一 2) 时 ,就 认为 y 与 z 的 线性 
关系 是 显著 的 ; 当 |r| 计 row(n 一 2) 时 ,认为 y 与 z 的 线 

性 相关 关系 是 高 度 显 著 的 ;而 当 |r| 过 ro.os 《x 一 2) 时, 则 
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认为 ?与 工 的 线性 相关 关系 不 显著 ,在 此 情况 下 , 求 得 的 
回归 直线 没有 什么 意义 。 

例 1 国民 收入 与 财政 收入 的 线性 回归 |，。 

某 市 近 几 年 国民 收入 与 财政 收入 的 统计 资料 如 下 ， 


国民 收入 ( 亿 元 ) 25IS ole4 8. 3 8.9 9. 0 .5 
财政 收入 ( 亿 元 ) 10.4|0.5|0.7[1.1|1.6|1.8|1.9|2.2 
据 此 要 确定 该 市 财政 收入 与 国民 收入 之 间 的 相关 关系 。 

由 表 中 8 对 值 作 出 散 点 图 , 诸 点 分 布 趋 于 一 直线 (图 
3. 18) 。 据 表 计 算 有 关 数 据 ,得 


财政 收入 ( 亿 元 ) 


0 2 4 6 8 110 国民 收入 ( 亿 元 ) 


图 3. 18 
3xzi 一 4.6 十 3.5 十 … 十 9.5 一 55.2， 
zy 一 0.4 十 0.5 十 … 十 2.2 一 10.2。 
同 理 , 有 
Sx: = 418.72,3Zziy = 81， 43 ,三 yi = 16. 36。 
z= 55.2/8 = 6.9,y = 10:2/8 = 1.275, 


zz 二 XC (Zz) 一 Sr 一 n(xr) 
— 418.72 — 8 X (6.9) = 37.84,， 


L,, = DTY; -一 ~ (Ez) (Fy) 一 之 Ti yi nry 
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= 81.43— 8 Xx 6.9 XxX 1.275 = 11.05, 
b= L/L = 11.05/37.84 = 0.292,- 
a=y— br= 1.275— 0.292 X 6.9 一 一 0.740。 
故 该 交 市 国民 收入 与 财政 收入 的 回归 直线 为 : 
一 一 0.740 十 0.292z。 
对 求 得 的 回归 直线 进行 显著 性 检验 ,计算 > 值 ， 


L,, 一 2yi 一 = (Ey) = ZJ 一 nCy)’ 
-16.36— 8 X 1.275? 一 3.355。 


+- = Ls/ NV LL,, = 11.05/ V37.84 X 3.355 
= 0. 98， 
由 相关 系数 临界 值 表 查 得 

roo0(8 ~— 2) = 0. 834。 

因 ri 之 roo; 故 财政 收入 y 与 国民 收入 x 的 线性 关系 是 
高 度 显著 的 。 

利用 回归 方程 可 以 用 自 变 量 z 对 因 变 量 > 进行 预测 
或 控制 ,这 里 不 再 新 述 。 

2. 马尔 可 夫 预 囊 

马尔 可 夫 (A.A. Markov) 链 是 一 种 特殊 的 概率 模 
式 , 它 在 商业 、 经 济 学 以 及 其 他 社会 科学 中 都 有 帮 极 为 ] 
泛 的 应 用 。 

在 一 系列 试验 中 ， 出 现 可 列 个 两 两 互 斥 的 事件 E, (1 
二 1,2,…,n), 且 一 次 试验 只 出 现 其 中 的 一 个 就 称 为 状 
态 。 从 一 种 状态 变化 到 另 一 种 状态 称 为 状态 转移 .马尔 可 
夫 过 程 的 特征 是 : 若 已 知 现在 所 处 的 状态 , 则 将 来 的 转移 
情况 与 过 去 所 处 的 状态 无 关 。 即 是 说 ,已 知 系统 现在 所 处 
的 状态 就 能 估计 系 统 将 来 转移 到 各 种 状态 的 可 能 性 , 系 
统 以 前 曾经 处 于 什么 状态 对 预测 将 来 已 不 起 作用 。 对 确 
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定性 现象 ,这 一 原则 是 明确 的 .例如 ,在 质点 的 匀速 直线 
运动 中 ,车 已 知 质点 在 t6 时 所 处 的 位 置 是 so, 则 有 一 般 关 
系 式 

ss 二 so 二 vt 
现在 者 已 知 在 时 刻 t 二 质点 的 位 置 是 s1, 则 在 将 来 的 
某 一 时 刻 6 二 三, 大 点 所 处 的 位 置 ,可 以 预测 为 
$= $5 十 w(t; C— 11)。 
在 这 一 预测 式 中 ,并 没有 出 现 “t。 时 刻 质 点 曾经 处 于 so” 
的 信息 。 亦 即 在 已 知 现在 :|,-, = s; 的 情况 下 ,将 来 的 情 
况 

5 | ， -， 一 3 十 (v, — vi), 
ti 之 4 与 过 去 的 情况 ;1,-,, = so 已 没有 直接 的 关系 。 
”对 于 随机 现象 中 的 马尔 可 夫 过 程 ， 预测 其 以 后 的 状 
态 ,其 思想 方法 是 : 

设 当 系统 在 = 0 时 的 初始 状态 S'w 为 已 知 时 ,经 过 

次 转移 后 处 在 状态 i 的 概率 为 8” , 且 有 

ES, 人 一 1， 
红 中 为 系统 中 瑟 丰 相符 的 状 才 数 .划一 次 转 和 后 的 关 
念 为 

SU 一 灰 转 移 后 为 


S 2) — SU) . -一 - — SC0) 。 P’, 
k 次 转移 后 为 
| ,9 ‘*) ee SVIPE, 


其 中 PP 为 转移 矩阵 , 即 
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Py Py 。……- Pww 
转移 矩阵 是 一 个 方 阵 , 它 的 每 一 行 是 一 个 1 XN 阶 的 行 
矩阵 CPa ,Pos,… ,Pinj(i = 1,2,…,NN), 其 元素 为 非 负 ， 
各 元 素 之 和 为 1, 这 样 的 行 矩 阵 通常 称 为 1 XN 阶 概率 
和 矩阵. 这样, 预测 次 转移 后 的 状态 情况 就 化 为 计算 Se 
二 SP 的 问题 。 

例如 ,假定 东南 亚 各 国 行销 中 国 、 日 本 和 中 国 香 港 地 
区 产 的 三 种 味精 ,现在 要 预测 三 个 月 后 东南 亚 三 种 味精 . 
市 场 占 有 率 的 变动 情况 ,以 确定 其 对 策 。 从 国际 市 场 调 查 
知 东南 亚 各 国 目 前 购买 中 国 . 日 本 ,香港 地 区 的 三 种 味精 
的 百分比 分 别 为 40%、30%、30% ,又 知 上 月 买 中 国 味精 
的 顾客 本 月 仍 有 40% 买 中 国 味 精 , 转 买 日 本 和 香港 地 区 
味精 的 各 占 30%p ;上 月 买 日 本 味精 的 顾客 本 月 仍 有 304 
买 日 本 味精 ,而 有 60% 和 10% 分 别 转 买 中 国 和 香港 地 
区 味精 ;上 月 买 香港 地 区 味精 本 月 仍 有 30 和 2 买 香港 地 区 
的 味精 ,而 有 60 和 和 109 分 别 转 买 中 国 和 日 本 味精 。 由 
题 意 知 ,初始 状态 为 

SY — [0.4,0.3,0.3|, 


转移 矩阵 为 
0.40.3 0.3 
P= sose 


0.6 0.1 0. 3 
| 


S 3) — SVP _ [0. 4,0. 3,0. 3 | 0.6 0.3 0.1 
0.6 0.1 0.3 


“ul 
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= |0.5008,0.2496,0. 2496 ]。 
即 三 月 后 ,东南 亚 市 场 中 国 、 日 本 .香港 地 区 对 三 种 味精 
市 场 上 右 有 率 的 预测 值 分 别 为 50%、25%、25%%。 
若 要 预测 较 长 时 间 后 ,马尔 可 夫 过 程 趋 于 稳定 状态 
的 情况 ,其 思想 方法 是 : | 
由 于 趋 于 稳定 状态 时 S™” = 二 5” , 且 


N 
2 SS." =1,。 QQ) 
i=1 

又 ”So = Se-DP, 则 " 
SO —— SPP, (2) 


改写 为 是 阵 式 为 : 
| Se 9 ，。。。 SN | 一 [S31™ ,D2 , oo ON | 


Pn Pw2***PNN ° 
@ 与 四 联 立 得 方程 组 
S1™ = S11." Pi 十 SP 十 … 十 SN PN 
2 ” 一 Si1™ Pi 二 S,"P, 十 … 十 Sv“Pyz， 
SN 一 Si Pw 十 S,"™ Pn 十 … 十 SPNv， 
SC) 十 SC 十 。 十 Sy” 一 。 
由 于 此 方程 组 中 前 N 个 方程 中 有 一 个 是 不 独立 的 ,者 消 
去 第 N 个 方程 ,并 将 其 余 N 个 方程 整理 得 
(Pi 一 1 791 十 PaS2™ 十 *…* 十 PmSn'™ 一 VY， 
PizS1™ 二 (Pzz 一 1)S2"” 十 …… 十 PnSn™ = 0, 


Si” 十 Sa” 十 … 十 Sw'™” 二 1。 


(3) 
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(Pi — 1) Py Pw} fS,™ 

1 ] 1 jlSwy™ 
今 

(P， — 1) P,, Pw 0 
Dp: _ P,, (P,, — 1) 已 wa B= I 


1 1 1 
则 人 @@ 为 P'S"m = B。 车 (P*)-! 存 在, 便 有 S”= 
(P* )-'B. 这 就 是 稳定 状态 概率 , 它 与 初始 状态 无 关 。 
例如 ,上 例 中 ， 


0. 4 0.3 0.3 
忆 一 ssse 


0.6 0.10.3 
一 0.6 06 0.61 | 
区 — 0.7 | 
1 1 1 


-0.6 0.6 0.617!r0 
| -or 0 
1 1 1 (lll 


4 A, 0. 481 [0 [0.50 
Ai, 4 0. a | 一 。 | o 


即 中 国 、H 本 .香港 地 区 三 种 味精 经 较 长 时 间 后 在 市 场 的 


上 
0.96 
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占有 率 趋 于 稳定 状态 ,分 别 为 5094 .25 色 .25% 。 这 个 稳 
定 状 态 ,与 初始 状态 无 大， 即使 初始 状态 为 其 他 数值 ,如 
So) 一 [0.7,0.2,0.1] 等 ,经 较 长 时 间 后 仍 可 达到 [0. 50， 

0. 25 ,0. 25 |] 的 稳定 状态 。 
本 例 表明 ， 决定 产品 在 市 场 中 占有 率 的 情况 ， 从 长 远 


”来 看 ,不 能 看 初始 状态 ,而 主要 取决 于 转移 算 阵 ,因此 ,一 


种 产品 只 有 不 断 提 高 产品 质量 ,降低 成 本 ,改善 流通 和 经 
营 方式 ,才能 进一步 巩固 和 扩大 市 场 。 若 眼光 只 注意 原来 
的 初始 状态 ,不 注意 顾客 对 产品 的 转移 情况 , 则 在 激烈 的 
市 场 竞争 中 必 将 会 吃 败仗 。 

“已 知 现在 , 则 将 来 与 过 去 无 关 ” 的 马 氏 原则 是 一 个 
十 分 重要 的 原则 ,在 自然 界 中 ,有 很 多 现象 是 符合 或 近似 
符合 这 个 原则 的 .现在 ; 马 氏 预测 的 思想 已 广泛 应 用 于 生 
物 学 、 医 学 .经 济 等 部 门 .作为 应 用 ,我 们 考察 下 面 的 事 
例 。 

例 2 上 股票 市 场 。 : 

“对 某 防 污 技术 公司 的 股票 价格 变化 进行 研究 后 发 
现 : 

/ 如 果 当 天 的 股票 上 涨 , 则 第 二 天 其 价格 上 涨 不 变 、 


下 跌 的 概率 分 别 是 之. 二 .如 果 当 天 的 股票 价格 不 变 ， 
则 第 二 天 其 价格 上 涨 .不 变 . 下 跌 的 概率 分 别 是 如 、 于 
号 ;如果 当天 的 股票 下 跌 , 则 第 二 天 其 价格 上 涨 ,不 变 、 下 
人骨 人 二 二 ,已 知 某 一 天 的 状态 矢 为 
[这 ,二 , 名 |， 问 第 二 天 该 股票 的 市 场 价格 上 涨 、 不 变 和 
下 跌 的 概率 分 别 为 多 少 ?该 公司 股票 价格 上 涨 . 不 变 和 下 
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跌 的 稳 态 概率 是 什么 ? 


据 题 意 ,So 一 | 二, ], 转 移 乱 阵 


co jc 


3 1 < 
8 8 8 
le 1 5 
P=|® 3 8 
6 1 工 |， 
8 8 8 
则 
5 1 < 
| / 8 8 8 
wb cop_ [5 1 2 2 1 5 
? > 二 | 言 , 言 人 8 8 8 
16 1 1 
: 8 8 8 
39 1 17]. 
64”8°64 
故 第 二 天 该 公司 的 股票 价格 上 涨 、 不 变 、 下 跌 的 概率 分 别 
39 1 -17 
是 64， 忆 64° 
求 稳 态 概率 ,只 要 按 公 式 S”M = 二 (p") 'B8 求 中 可 . 现 
.3 2 6 
8 8 8 
r= 1 7 1 
8 8 8|. 
1 1 1 
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1iy 
A A ]6 0 
(my # 1 — 8 : 9 
Ss'" = (P’) B= 9 Ai, A,, 64 ， 
19 
及 13 人 3 64 
1i1 1 1 
18” 8 ?72 
该 公司 股票 从 几率 不 变 与 下 跌 的 长 期 稳 态 概率 分 
别 是 1 、 言 与 芳 。 它 表明 ,其 股票 在 长 期 变化 过 程 中 ,上 
号 的 情况 占 苹 ~ 61， 1 多 ,不 变 的 情况 占 寺 二 42.5 多, 不 
跌 的 占 寺 > ~ 26. 4%。 


本 是 的 区 太 要 不 用 4 4 人 A 式 ， ,还 可 直接 从 方程 组 来 得: 
方法 是 : 
设 [x,y,zj 是 所 求 的 稳 态 概 素 ， 网 有- 


37 一 29 一 6z 一 
[zyyyz | 一 Cx yaIP 一 并 十 7y 一 zz 一 
Co 2z 十 5y 一 7 一 0 
十 了 十 zZ 一 1 
z= 
[3X— 2y— 6z=0 
ty y 一 误 
r+y++z=1 19 
| [z= 75° 


例 3 城乡 人 口 的 迁移 。 
设 一 城市 和 农村 的 总 人 口 为 4a, 又 记 在 城市 为 状态 
4, 在 农村 为 状态 B. 已 知 4 一 4 与 4 一 B 的 概率 分 别 为 
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0.98 和 0.02;B 一 4 与 B 一 B 的 概率 分 别 为 0.03 和 和 
0. 97。 求 其 人 口 稳定 状态 的 情况 。 
据 条 件 知 ,其 转移 矩阵 为 


QO. 98 0. O02 人 0. 02 0. 03 
00) ea 
0. 03 0. 97 1 1 


So — (PpP*)-1B= ] [多 一 ] 人 
一 0.00\ 4 一 0.02 1 
=- 0): 
0.4 


由 已 知 条 件 知 城市 和 农村 的 总 人 口 为 a, 故 经 较 长 时 间 
后 ,城市 和 农村 的 人 口 分 别 趋向 于 0. 64 和 0. 44。 


3.9 ”数学 归纳 原理 与 数学 归纳 法 


1. 自然数 公理 与 数学 归纳 原理 

数学 归纳 法 原理 是 建筑 在 自然 数 公 理 系 统 的 基础 上 
的 ,这 个 公理 系统 由 意大利 数学 家 皮 亚 诺 于 1891 年 创 
立 , 故 又 称 皮 亚 诺 公 理 . 它 以 1、 后 继 为 原始 概念 ,包含 有 
以 下 五 条 公理 : 

1° 设 入 为 非 空 集合 ,1 € N; 

2° 任 给 a EN ,在 NN 中 存在 a 的 后 继 4a; 

3° 车 a' = 二 8 , 则 a = 58。 即 若 后 继 相等 ,其 前 驱 亦 相 
等 ; 
4° 任 给 a E N, 有 a' 关 1, 即 1 没有 前 驱 ，; 
5° 若 MCN, 且 1€M,， 又 者 n€ 1M ,就 有 7 € M， 
则 M 二 NN。 
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满足 公理 1 一 5° 的 集合 N 称 为 目 然 数 集合 " ,其 中 
公理 5° 称 为 归纳 公理 ,对 日 然 数 集合 而 言 , 它 是 不 可 缺 
少 的 , 若 缺 少 5°, 不 足以 刻画 自然 数 , 事 实 上 , 设 有 

1,2,3 oo 十 lo 十 2 (x) 
其 中 心 按 康 托 的 观点 ,是 1,2,3，…，,72，… 中 在 ”无 跟 增 大 
时 趋向 的 目标 , 亦 即 为 极限 序数 ,于 是 (x) 满足 公理 
1 一 4°。 这 说 明 仅 满足 1 一 4° 的 数 虽 然 包 括 了 我 们 所 需 
的 自然数 ,但 它 还 可 以 包括 更 多 的 数 。 但 若 加 上 公理 5°， 
由 于 不 是 任何 数 的 后 继 , 而 wo 十 lw 十 2,… 只 是 从 
w 开始 通过 后 继 得 到 的 数 , 故 满足 1" 一 5" 的 数 不 能 包括 
ww 十 1,@ 十 2,… 只 能 包括 从 1 开始 通过 后 继 得 到 的 数 
1,2,3,… 即 我 们 所 需 的 自然 数 。 故 满足 皮 亚 诺 公理 的 数 
恰 是 我 们 所 需 的 自然 数 , 亦 即 皮 亚 诺 公 理 定 义 了 自然 数 。 
由 皮 亚 诺 自然 数 公 理 中 的 归纳 公理 ,可 得 如 下 数学 归纳 
法 合理 性 定理， 

设 T(n) 表示 叙述 中 含 自 然 数 盖 的 某 一 命题 ,者 

1° TQ1) 真 ， 

2° 任 给 nn。E€E NN, 若 T(m0) 真一 了 (ao ) 真 , 则 对 一 切 
n，T(n) 真 。 

M = {k ENIT() 真 }， 

亦 即 M 是 使 命题 T(&) 为 真 的 自然 数 k 的 集合 ,由 于 


。 从 集合 论 观点 ,既然 集合 论 是 整个 经 典 数 学 的 基础 ,那么 任 
何 数 学 理论 应 渊源 于 集合 论 ,自然 数 系统 及 其 算术 理论 , 当 亦 不 
应 例外 ,就 是 说 我 们 应 当 用 构造 性 的 方法 从 集合 的 概念 出 发 ,去 
把 自然 数 的 概念 定义 出 来 .如 何 从 集合 概念 出 发 用 构造 性 方法 去 
建立 自然 数 系统 ,最 终 把 整个 算术 理论 嵌入 集合 论 , 有 兴趣 的 读 
者 可 参阅 文献 [31] 第 四 章 第 一 节 的 有 关内 容 。 
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T(1) 真 ,; 故 1E€ MM; 又 由 Tm0) 真 二 Tno') 真 , 则 知 no EE 
M 一 no' € MM, 根 据 皮 亚 诺 归纳 公理 必 有 MM = 六 ,这 意味 
着 ,对 任意 自然 数 n,T(x) 为 真 。 

关于 数学 归纳 原理 ,还 可 用 如 下 良 序 公 理 5" 来 代替 
等 价 的 皮 亚 诺 归 纳 公 理 5°。 

5* 良 序 公 理 : 由 自然 数 全 体 构 成 的 有 序 集 N 中 任何 
非 空 有 序 子 集 3 必 有 最 小 元 . 即 3 se ES3, 对 VEays 
So 

其 中 , 良 序 集 是 指 这 样 的 一 个 有 序 字 集 ， 当 目 仅 当 它 的 
每 一 个 非 空子 集 有 一 个 最 小 元 so。 

例如 ,整数 集 Z, 按 数目 大 小 关系 “和 ”是 有 序 集 ， 但 
i 因为 其 非 正 整 数 集 

— {xlITEZ,rE 0 

非 空 “人员 有 最 小 元 故 (2， 委 ) 不 是 良 序 集 。. 但 车 规定 如 
下 的 顺序 :0 小 于 任何 整数 ; 凡 绝 对 值 相同 的 整数 中 , 规 
定 负数 小 于 正 数 ,而 绝对 值 不 同 的 整数 ,规定 绝对 值 小 的 
整数 较 小 .对 这 样 的 顺序 ,Z 是 良 序 集 。 一 般 地 ,对 于 任意 
集合 ,总 可 以 对 它 规定 适当 有 顺序 ,使 之 成 为 良 序 集 , 亦 即 
任意 集合 4 均 可 良 序 化 。 

由 和 良 序 公理 5* ,可 得 如 下 的 数学 归纳 法 第 二 形式 
( 即 第 二 数学 归纳 法 ) 合理 性 定理 : 

设 有 菜 一 含有 自然 数 陈述 的 定理 了 , 若 n 一 1 定理 
丁 真 ,又 对 nn 二 no 定理 真能 推 得 no《rmo > 1) 定理 亦 真 , 则 
对 任何 定理 了 寡 真 。 : 

证 构造 集合 

一 {n EE N|TQ) 不 成 立 }。 
j MM 是 由 使 定理 不 成 立 的 自然 数 所 组 成 的 集合 ,五 , . 候 
设 数 学 归纳 法 第 二 形式 不 成 立 , 即 本 是 对 任何 4 定理 
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告 真 , 则 M 必 为 非 空 。. 根 据 良 序 公 理 , 非 空 集 M 中 必 有 最 
小 数 , 设 为 no,no EM。 

由 于 对 于 数 1, 定 理 T 了 真 , 故 1 MM, 从 而 no 关 1。 又 
在 满足 自然 数 公理 1 一 5°(5*" 与 5 等 价 ) 的 条 件 下 知 1 为 
最 小 的 自然 数 , 必 有 x 之 1。 由 于 no 是 以 中 的 最 小 数 , 则 
小 于 m 的 自然 数 便 不 属于 MM, 即 1 二 mo 时 定理 了 为 真 。 
由 定理 条 件 , 对 no, 定 理工 亦 真 , 即 no。& M, 这 与 前 面 结 
论 n。E€ M 逆 盾 , 故 M 不 能 为 非 空 , 即 M 二 儿 ( 空 集 ), 从 
而 第 二 数学 归纳 法 为 真 。 : 

由 于 任意 集合 都 可 以 良 序 化 , 即 可 以 适当 规定 顺序 ， 
使 之 成 为 良 序 集 , 故 有 如 下 的 超 限 归纳 原理 ， 

设 ( 人 , 委 ) 是 一 个 良 序 集 ,P(x) 是 涉及 W 中 任意 工 
的 一 个 命题 ,如果 : 

1° 对 于 WW 中 最 小 元 Wi1,P(W) 成 立 ; 

2° 假定 对 任意 过 入 a,P(z) 成 立 , 可 证 PCa) 成 立 ; 
那么 ,对 W 中 任意 元 Xx,P(z) 均 成 立 。 

超 限 归纳 法 对 任意 集合 都 能 适用 ,而 普通 数学 归纳 
法 只 适用 于 自然 数 集 。 因 每 一 自然 数 都 是 有 限 数 , 故 普 通 
数学 归纳 法 也 叫 有 限 归 纳 法 ,以 与 超 限 归 纳 法 相 区 别 。 

2. 数学 归纳 法 及 其 使 用 技巧 

由 前 面 可 知 ,数学 归纳 法 是 依据 数学 归纳 原理 进行 
证 明 的 重要 方法 。 其 思维 实质 是 ， 

若 一 个 含 自然 数 4 的 陈述 为 P, 记 了 P(1) 为 4， 
VY nCPn) -> Pn 十 1)) 为 B,Y n，,P(n) 表示 为 C, 则 数 
学 归纳 法 的 推理 过 程 为 ,从 4.B、 4 入 B 一 C. 这 是 一 种 
演绎 性 推理 。 故 数学 归纳 法 的 作用 在 于 它 将 无 限 的 归纳 
椎 理 变 为 有 限 的 演绎 推理 . 正 是 由 于 这 样 的 原因 ,应 用 数 
学 上 归纳 法 作出 的 结论 是 可 徘 的 。 
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数学 归纳 法 的 论证 步骤 有 二 ,一 是 归纳 奠基 ,二 是 递 


推 .在 使 用 数学 归纳 法 的 过 程 中 ,由 于 不 理解 其 思维 原 
理 , 常 产生 各 种 形式 的 错误 ,常见 的 有 : 

(1) 形式 套用 归纳 步骤 。 

用 数学 归纳 法 证 明 如 下 : 

1° 当 nn 二 1 时 ,命题 显然 成 有 析 记 年 龄 让 有 机 唐 生 龄 8 


YY。 
2° 假设 命题 对 成 立 , 即 1 = | 
对 任何 nn 个 人 ,其 年 龄 一 样 ,证 


对 zz 十 1 个 人 命题 亦 成 立 。 

设 将 这 nn 十 1 个 人 编号 ， 图 3. 19 
记 为 1,2,… ,non 十 1。 于 是 1,2,…,n 一 1,n 共 nn 个 ,由 归 
纳 假定 ,有 相同 年 龄 4; 同时 2,3,…,n,n 十 1 共 n 个 也 有 
相同 年 龄 8, 于 是 ,2,3,…,n 和 1 同 为 4, 又 和 nn 十 1 同 为 
B. 这 样 ,2,3,…,n 的 年 龄 既是 4, 又 是 8, 于 是 4 = B,. 即 
假设 由 Pn) 成 立 , 推 到 了 PC 十 1) 亦 成 立 。 故 所 有 人 的 
年 龄 是 一 样 的 。 

结论 是 荒 雇 的 ,错误 在 于 n = 二 2 时 ,命题 不 成 立 ， 导 
致 推断 中 断 .。 

(2) 不 用 归纳 假设 。 : 

例如 ,证 明 : Vn? 十 nn 二 nn 十 1。tn € N) 

错误 证 法 是 : 

1° 当 n 二 1 时 ,左边 = Yl 十 1= VY2<2=1+1 
一 右边 , 故 不 等 式 成 并 。 

2° 假设 x = 时 不 等 式 成 立 , 即 

Vk 十 kk 二 十 1， 
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那么 加 
VC&TD TRtD = V 克 干线 干 7 

< V 有 十 馈 填 4 一 VE 十 2) 一 上 十 2 一 (十 1) 十 1。 
这 说 明 , 当 nn = 二 上 十 1 时, 不等式 亦 成 并。 

故 由 1*、2° 知 对 任何 自然 数 不 等 式 都 成立 。 

如 上 推导 n = 二 上 十 1 时 不 等 式 成 立 未 用 到 归纳 假设 ， 
而 是 采用 了 被 开 方 数 “放大 ”的 技巧 ,这 不 是 数学 归纳 证 
法 。 
正确 的 证 法 ,2° 应 为 : 

设 n 二 时 不 等 式 成 立 , 即 
VE 二 过 十 1k 十 上 二 大 十 1)3。 
则 : 

VET 二 (二 1) = VR 二 k) 二 (2k + 2) 
二 VR 十 1 十 COR 十 2) 一 V 好 十 夕 十 3 
< VE 十 人 息 十 4 二 V 全 十 2)? 二 k 十 2 二 (让 十 1 十 1。 

即 当 nn 一 上 十 1 时 不 等 式 亦 成 立 。 

(3) 混 消 归纳 变量 。 

例如 ,求证 :一 TCR。 

对 数学 归纳 法 的 第 二 步 ,有 人 这 样 证 明 : 

假设 当 n = 二 时， 命题 为 真 ， BB 


k! 
大 -~-- ~ ~- -一 
C= kiCk — &)! 1 
当天 一 有 十 工时 ,一 方面 Cl 一 下 十 1， 另 一 方面 
Ci,, = (Rt 1 一 下 十 1。 


&I (k++1)—&j]!1 
故 对 一 切 自 然 数 ”命题 是 正确 的 。 
十 述 在 证 明 Ct 三 有 十 1 时 丢 开 了 归纳 假设 ,实际 
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充其量 只 仅仅 在 进行 特殊 值 的 验证 。 更 严重 的 是 ,证 明 混 
消 了 归纳 变量 ,事实 上 ,应 该 把 n 看 作 常量 ,对 变量 k 进 
行 归纳 .因为 否则 , 当 上 之 1 时 ,就 无 法 讨论 二 1 时 的 情 
况 了 。 

正确 的 证 法 应 是 ， 

1" 当 上 一 1 时 ， 

Gn 1 
命题 正确 。 

2" 假设 当 一 7 时 命题 为 真 , 即 

Cr 一 nl nn Oo De “(nrt1) 


IC 一 rr)1 r! 


则 当天 一 > 十 1 时 ， 


r+l n | 
Cr TFIIm ri 


= (2 一 rr 十 1)( 一 >) 
1*2.r(r 十 1) 
-cc 

大 上 到 二 内， 个 元 素 中 每 次 取出 上 十 1 个 元 
的 组 合 种 数 , 它 等 于 把 集合 里 ”个 元 素 分 成 元 素 为 > 个 及 
n 一 了 个 的 两 个 子 集 ， 然后 先 从 个 元 素 中 每 次 取出 7 个 
元 素 的 组 合 种 数 ,再 从 一 + 个 元 素 中 任 选 一 个 元 素 添加 
进去 ,这 样 共 有 7 一 7 个 措 配 ， 但 重复 计算 了 C 十 1) 次， 
于 是 ， 


r 十 1 一 一 r 
人 (> 二， 


故 当天 一 了 ”十 奔 时 结论 为 真 。 
由 此 断定 对 一 切 自 然 数 和 n(k 和 n) 命题 是 正确 
的 。 
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在 应 用 数学 归纳 法 证 题 时 ,存在 若干 思维 技巧 ,主要 
有 : 
(1) 灵活 选取 归纳 “起 点 ” 与 “跨度 ”。 z 
通常 的 数学 归纳 法 , 常 以 验证 x 二 1 时 的 命题 入 手 ， 
这 就 叫做 以 = 1 作为 起 点 ; 归纳 的 第 二 步 也 常 为 由 
n 二 上 成 立 推出 n= 十 1 成 立 , 这 叫做 以 跨度 1 前进 .这 
都 是 一 些 最 基本 的 程式 ， 但 起 点 和 有 跨度 应 国 委 而 办， 妇 活 
选取 。 
例如 ,证 明 : 用 3 分 和 5 分 友 票 可 以 组 万 8 分 以 上 的 
任何 邮资 。 
证 明 :1° 因为 8 二 3 十 5,9 二 3 十 3 十 3， 收 用 3 分 、 
5 分 邮票 可 组 成 8 分 ,9 分 有 邮资。  . 
. 2* 设 当 实 9 时 结论 成 立 ， 过 证 结论 对 十 1 亦 成 立 。 
车 & 分 邮票 中 有 一 张 5 分 邮票 , 则 用 2 张 3 分 邮票 换 
取 这 张 5 分 邮票 ,就 可 凑 得 上 十 1 分 邮资 ,车 分 邮票 中 
无 5 分 邮票 , 则 它 至 少 有 3 张 3 分 邮票 ( 因 & 之 9), 那 么 用 
2 张 5 分 邮票 换 去 3 张 3 分 邮票 ， 又 可 次 得 “1 十 1 -分居 村 。 
故 结论 对 不 十 工 亦 成 立 。 
由 1°、2° 便 知 任何 8 分 以 上 的 娜 殿 ， 均 可 用 3 分 、 5 分 
两 种 邮票 组 成 。 
本 例 选 取 n = 二 8、9 作为 归纳 起 点 ,利于 第 二 步 的 证 
明 , 即 便于 从 x = 时 结论 成 立 推出 x 二 十 1 时 结论 成 
立 。 
(2) 选择 合适 的 假设 方式 。 
归纳 假设 也 需 因 势 而 异 , 并 非 一 定 拘泥 于 n = 二 《的 
程式 ,可 以 是 n 三 上,n 二 kk 或 n= 一 上 十 1 等。 : 
例如 , 设 有 颗 数 均 为 的 两 堆 棋子 ,两 人 进行 如 下 的 
比赛 
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每 人 在 且 只 在 其 中 一 堆 里 任 取 几 颗 , 规定 取 完 最 后 
一 颗 者 胜利 .求证 :后 取 者 必 胜 。 

证 明 :1" = 1， 即 每 礁 仅 有 一 蜂 模 于 ， 显然 后 取 者 必 
胜 。 

2° 设 7 二 时 结 论 为 丰 ， 要 证 一 二 上 上 时 结论 亦 真 ， 即 
是 证 假定 每 堆 棋 子 数 少 于 时 ,后 取 者 胜 ， 能 椎 得 每 准 柑 
子 数 为 & 时 ,也 是 后 取 者 胜 。 

因为 先 取 者 在 某 堆 中 取 了 /i 颗 ( 夺 &)， 则 后 取 者 可 
在 另 一 堆 也 取 ! 颗 ,这 时 每 堆 还 有 A 一 ! 晒 , 因 & 上 一 (< 天 A， 
由 归纳 假设 知 后 取 者 胜利 ,这 说 明 在 2 三 有 & 时 绪论 亦 成 
Y。 z | .| 
由 1°、2° 知 ,结论 对 任意 自然 数 n 都 成 立 。 
本 例 选 取 n 二 时 结论 为 真 作为 归纳 假设 , 即 用 第 
二 数学 归纳 法 证 明 , 较 利 于 问题 的 证 明 ， 

《3) 改变 归纳 途径 。 

.归纳 的 一 般 途 么 是 只 进 不 退 , 即 常 在 命题 对 较 小 的 

2 成 立 的 假设 下 去 推演 命题 对 较 大 的 :成 立 。 但 在 这 种 推 
进 受 阻 时 ,可 以 改变 为 “有 进 有 退 ,进退 结合 ”的 策略 。 

例如 ; 设 对 应 法 则 f 对 一 切 自 然 数 n 有 意义 , 且 

(1)f (n) 是 整数 ; 

(2)f(2) = 2 / 

(3) 对 一 切 自 然 数 mw 和 ;fCmn) 一 Gm) * 0n)3 

(4) 当 m > nn 时 ,ff O07) > ff (1). 

试 证 ;fn) 一 2。 

证 明 ;1° 2 = (2) = f(1 :2) = f(1) ， f(2) 
= 2f(1), 

0 fC(1) = 1,， 所 以 命题 当 n 一 1 时 成 芯 。 

2° 假设 对 n 二 上 命题 成 并 , 即 有 f(n) 一 2 要 证 
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CR 二 1) 一 &A 十 1 
注意 到 要 应 用 关系 式 
fmn) = fm) * fn), 
故 需 对 & 十 1 的 奇偶 性 进行 讨论 。 
车 上 十 1 为 偶数 , 则 令 & 十 1=27, 其 中 了 为 正 整 
数 , 且 7 三 ,于 是 有 了 (j) 一 让 
fk+1)= 27) 一 CC2) :f(D = 2j=k+1. 
故 当 上 十 1 为 偶数 时 ,命题 成 立 。 
加 若 & 十 1 为 奇数 , 则 令 
k 十 1 一 2j 十 1 二 k)。 
现 先 考察 f(& 十 2), 因 十 2 为 偶数 , 故 
kA 二 2= (2j 十 了 十 1 一 2G 十 1) GT 十 1 和 4)， 
FREE 十 2) 一 2 G+))= f2). f+1) 
一 2(j 十 1)= 二 上 十 2。 
再 考察 f(& 十 1) ,由 (4)、(1), 知 
fR) TAFE < f+ 2), 
昌 fC 十 1) 为 整数 , 故 由 JR) 一 & 及 
FRR 十 2) 一 有 十 2 
可 知 f(# 十 1) 二 上 十 1, 所 以 当 上 十 1 时 命题 成 立 。 
由 1"、2° 知 , 对 一 切 自然 数 n,f(n) 一 n。 
本 例 中 ,对 十 1 为 奇数 时 的 归纳 途径 是 : 
n 过 kn = 二 2=>n 二 上 十 1， 
即 用 留 下 十 1 的 空位 后 再 补遗 的 方法 进行 归纳 。 


3.10 同 构 原理 与 同 构 方 法 


1. 同 构 与 同 构 映射 
两 集合 M 与 N, 当 它们 建立 了 元 素 间 的 一 一 对 应 
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后 ,集合 M 间 元 素 的 关系 、 运 算 等 未 必 类 同 于 集合 入 的 
元 素 的 关系 和 运算 。 但 也 有 许多 特殊 情况 , 即 两 集合 M 
与 和 N 问 的 一 一 对 应 ,使 集合 MM 间 元 素 的 关系 或 运算 或 满 
足 的 公理 类 同 于 集合 NN 间 元 素 的 关系 .运算 和 满足 的 会 
理 等 .这 时 ,我 们 就 将 这 样 的 两 个 集合 看 作 是 形式 相 开 而 
本 质 相 同 的 事物 ,并 称 它 们 为 同 构 的 . 即 同 构 所 揭示 的 是 
表面 上 不 同 的 对 象 和 关系 的 体系 在 结构 上 的 深刻 类 似 
性 。 

例如 ,A = {15,16,10,13} 是 4 人 年 龄 的 集合 ,B 
二 {40,42,44,46) 是 制服 号 码 的 集合 . 设 有 对 应 法 则 : 

f.:10—> 40,13 -一 42,15 一 44,16 一 46。 
f.-! 是 使 第 头 相 反 的 对 应 ,这 时 , 刻 和 “中 每 一 个 都 
是 保持 “小 于 ”或 “大 于 ”关系 的 一 一 对 应 ,这 种 一 一 对 应 
就 称 为 保持 小 于 或 大 于 关系 的 同 构 . 故 A、B 就 小 于 关系 
或 大 于 关系 而 言 是 问 构 的 ,又 如 ,直线 上 点 的 次 序 < (… 
先 于 …) 与 实数 的 小 于 关系 也 是 同 构 的 。 

在 数学 中 ,尤为 重要 的 是 保持 运算 的 同 构 。 

设 集合 M 与 歼 分 别 有 代 数 运算 。 与 。, 若 M 与 人 M 的 
一 一 对 应 了 ,使 

a—>a,b—b,a b>a°b. 
其 中 4a.6 E€ MHz.5E 形 , 则 说 一 一 对 应 了 是 M 到 的 同 
构 对 应 。 

例如 ,fi:X 一 2x,x EN。 

fxi + x) = 2(x1 二 TX2) 一 2zi 十 2X， 

= 六 (zi 十 亡 (zy)。 

即 它 是 保持 加 法 运算 的 同 构 , 且 此 对 应 中 ,又 保持 了 小 于 
关系 , 若 以 B 表示 正 偶 数 集合 , 则 此 同 构 可 记 作 


ri 
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ON, <, + [B, <, +]. 

又 如 ,f;:X 一 27,X € R, 这 是 实数 集 R 到 正 实数 集 
R ”的 一 一 映射 。 

f(x 十 Xs) 一 2™1172 一 2”1。 2 一 fa CT) . f (x,), 
Zi\ Za € 下。 

fs ':y>logy,y ER., 

fs (yi* 2) = logs(y1 * y2) 

一 log:y 十 log:y: 

一 - ff， (Cy1) 十 fs (ys) yi ys 和 RT'., 
故 
亦 即 上 户 是 尺 到 RY fp 是 R+ 到 R 的 同 构 映射 , 且 都 保 
持 小 于 关系 ,而 fi:+ 一 | 方 | ,zE R, 是 RR 到 R*+ 的 同 构 
映射 .但 这 时 , 喘 射 把 小 于 关系 转交 鸭 六 于 富 芭 ， 即 
车 集合 M 对 运算 ， 。 构成 群 , 又 集合 型 对 运算 。 构 成 

群 , 且 映 射 了 使 

4b— >»asbab Ee Mad eM), 
则 称 群 C(M,。) 与 (M,。) 是 同 构 的 ， 而 了 是 群 认 到 “的 
同 构 映射 。 

例如 ,CR+，.]、CR， 十] 分 别 构成 一 个 群 ,前 者 是 正 
实数 对 于 数目 乘法 构成 的 群 , 后 者 是 实数 对 于 数目 加 法 
构成 的 群 . 于 是 , 户 、 六 都 是 群 C(R, 十 ] 到 群 (R+，'] 的 同 
构 映 射 , 而 f/f-!、f1 1! 都 是 群 CR+ ,到 群 CR, 十] 的 同 构 
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2. 同 构 方 法 的 功能 及 其 应 用 

由 于 成 同 构 的 事物 形 异 实 同 , 故 凡 结构 相同 的 数学 
对 象 不 必 一 一 加 以 研究 ,只 需 选 择 最 简单 的 一 种 作为 代 
表 来 加 以 研究 ,其 余 的 只 需 根 据 对 应 法 则 , 便 可 得 出 相应 
的 结果 。 因 而 可 收 到 事半功倍 的 效果 。 

(1) 命题 代数 与 开关 代数 的 同 构 。 

集合 代数 、 命 题 代 数 和 开关 代数 都 是 布尔 代数 的 模 
型 ,其 关系 如 下 表 。 


和 你 的 人 代数 全 代 业 命题 代数 | 开关 代数 


集合 M 的 元 素 虐 pe 


并 联 () 
串联 (中 》 
0( 开 ) 
1( 团 ) 
京 :开关 
XX 的 反 相 
由 表 中 可 知 ,抽象 布尔 代数 的 运算 规则 ,对 三 个 具体 代数 
都 适用 ,特别 地 ,命题 代数 和 开关 代数 都 是 二 值 布 尔 代 
数 ,它们 是 同 构 的 。 这 种 同 构 ,使 得 专门 建立 开关 代数 的 
理论 成 为 不 必须 , 即 它 可 以 借助 命题 代数 的 工具 来 解决 
开关 电路 的 分 析 、 化 简 等 问题 。 例 如 ,假定 要 化 简 线 路 (图 
3. 20(1)) , 即 要 做 一 个 与 它 “ 等 效 的 ” 而 开关 个 数 又 较 少 
的 线路 ,由 于 给 定 线路 对 应 于 用 命题 代数 的 语言 表示 的 
下 列 式 子 : 
(CAAB)YV (AAC)Y BAO), 中 
借用 命题 代数 语言 ,可 将 由 化 为 
(4AB)V (4AC)。 © 
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这 是 由 于 
BAC=(AYV A)ABAC, 
将 它 代 入 中 ,得 


(A ABJVGACOVCABAcV GABA 
C)=(AABYV(AABACYV(AACYVC(AAB 
AC)= (4AB)YV (AA OO), 

即 为 @) ,对 应 于 图 3. 20(2) 的 线路 。 


(DD) 0 
/ 图 3.20 | 

(2) 整除 理论 与 集合 代数 的 同 构 。 

设 有 自然 数 。 分 解 成 原因 数 


将 名 个 质 因数 写 下 , 且 质 因数 相同 的 给 以 编号 ， 这 样板 / 
成 一 个 集合 4 = {G19029 "°° 90 }o 

例如 ,a 二 18 二 2 X 3 X 3; 对 应 的 集合 为 4 = {21，. 
3,3 ,6=90=2X3XxX3X5, 则 B= {21;,31,3:,51}。 
这 时 ,对 应 法 则 f 使 每 个 自然 数 z 对 应 于 它 的 质 因 数 的 
集合 X, 并 把 二 整除 y 的 关系 z1y 转换 成 外 包含 于 了 的 
关系 习 守 Y, 它 们 是 同 构 的 。 

因为 任意 自然 数 都 可 唯一 地 表示 成 它 的 质 因数 的 和 / 
积 ( 不 管 因数 的 顺序 ), 所 以 在 映射 了 下 每 个 自然 数 z 都 
对 应 唯一 的 集合 区 ， 且 不 同 的 自然 数 二 和 ?天 应 个 全 
集合 和 种 了 , 即 了 是 一 一 的 。 
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同时 ,可 以 证 明 对 于 六 中 任意 的 和 y, 有 

rT|yOXCY, 

事实 上 ,如 果 x1y, 那 么 一 zz, 把 z 和 分 解 质 因 
数 , 就 得 到 | y 的 分 解 式 .因为 y 可 以 唯一 地 表示 成 质 因数 
的 厂 积 , 故 在 > 的 原因 数 中 而 以 吕 到 < 的 夸 有 民国 守 ， 有 即 
XCY, 

反 过 来 ,假定 XX 守 7Y, 而 且 

X= (Ziyzz TY 一 {yi19 23". Yn} 
那么 所 有 XZ:EY . 设 ai Yio 一 了 29 9 3 邑 

y= TXT TN" Vn, 

那么 y == xz, 其 中 Z 一 .HE Yn ,中 zly, 所 以 

ryOX CY, 

在 这 样 的 同 构 基础 上 ,整除 性 理论 的 一 切 概念 .命题 
和 证 明 都 能 翻译 成 集合 代数 的 语言 比如， 

(dlz) A (dw)=>D EX) 门 DEY) 

—>DCXfIY, | 
于 是 可 得 ,“4d 是 x 和 >y 的 最 大 公 因 数 ， ， 可 转换 成 “D 等 于 
集合 X. 了 的 交 ”, 据 此 ,还 可 证 明 : 

1° 如 果 a 整除 5， 则 a 古 a 和 5 的 最 大 4 公 央 数 。 

aib6—>A CCB, ACGB>ANB= 4， 
由 4nB=4=>a 是 za.2 的 最 大 公 因 数 。 

.2° 如 果 c 整除 a 和 4 的 每 一 个 ， 那么 它 整 了 它们 的 最 
大 公 因 数 。 

(cla) A (cI|58)=—>(C CS A 自 (CCB=CEA4 站 B 

.=>c 整除 a .6 的 最 大 公 因 数 。 

(3) 复数 的 同 构 。 : 

复数 可 以 认为 是 形 如 a 十 &i 的 数 ， 也 可 以 作为 平面 
点 (e&;b)，, 也 可 以 当 作 位 置 向 量 OA4(4 = (a,6)), 把 它 当 


Co 
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作 形 如 
a 5b 
| 
的 二 阶 矩 阵 也 无 妨 , 即 形 如 a 十 &% 的 数 , 坐 标 为 (a,5) 的 
平面 点 ,位 置 向 量 GA(C4 二 (a,6)), 二 阶 反 对 称 矩 阵 
a ob 
bp al 
它们 外 形 不 同 ,但 其 实质 均 相 同 ， 即 它们 都 是 同 构 的 ,只 
要 规定 ， 
(ap) 二 (cd) 一 (aa 十 cp 十 G)， 
(asb) «(cd) = (ac — bdsad + be), 
a + | C |]=| C 二 c | | 


一 a -dd cl 一 (+oa atecl 
| a "| C =| | 
—b ai 一 过 c — {ad 十 bce) ac— bd) 


同样 ,对 向 量 ,我 们 均 不 用 向 量 积 、 数 量 积 的 方法 定义 ,而 
采用 两 个 位 置 向 量 按 复 数 方式 相 乘 。 

”复数 的 各 种 不 同 的 同 构 形式 ,为 求解 问题 带 来 了 极 
大 的 方便 ,因为 我 们 可 以 根据 需要 从 一 种 形式 转换 为 另 
一 种 形式 ,这 常 可 大 大 简化 问题 的 求解 过 程 。 / 


例如 ,证 明 多 cos 2 与 多 sin 2 均 为 零 这 即 是 证 


明 | 
六 区 中 的 复数 若 用 与 其 同 构 的 向 量 表示 , 则 求解 就 很 简 


便 了 。 
设 复数 cos < kx isin SA (k = 一 ],2,.…,5) 在 直角 坐 
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标 平面 上 对 应 的 点 为 4 ,4:， 

5 为 从 标 原 点 ， H. 

IO4;| = 1G = 1,2,…,5)( 图 

3. 21) . 则 问题 化 为 证 
0O4 二 04 十 … 十 D45 
— 0， 

| 由 于 两 相 邻 向 量 的 夹 角 是 

2 


Xx, 故 将 每 一 向量 逆 时 针 旋 转 


2 后 ,五 个 向 量 的 和 必定 不 变 . 而 要 使 一 个 向 量 旋转 


各 x 后 仍 不 变 的 必须 是 零 向 量 ,从 而 问题 得 证 。 


数学 史上 ,更 有 应 用 同 构 方法 使 比较 复杂 又 难以 求 
解 的 问题 变 得 简单 的 许多 例子 。 其 中 ,三 大 尺 规 作 图 不 能 
问题 , 便 是 很 有 说 服 力 的 事例 之 一 。 

早 在 公元 前 400 年 左右 ， 十 希 腾 的 巧 辩 学 派 就 提出 
了 三 等 分 角 , 立 方 倍 积 和 化 圆 为 方 三 大 尺 规 作 图 问题 .为 
解决 这 些 问题 ,历代 数学 工作 者 为 之 付出 了 巨大 的 努力 ， 
以 至 19 世纪 前 ,世界 每 个 重要 科研 机 关 , 都 要 收 到 数 以 
千 计 的 三 大 问题 “解答 者 ”的 来 信 。 为 摆脱 这 种 无 休止 的 
麻烦 ,1775 年 巴黎 科学 院 曾 做 过 一 项 决议 ,不 再 审查 三 
大 难题 的 论文 .直到 近代 ,数学 家 们 用 同 构 的 方法 把 它们 
转化 为 相应 的 代数 问题 后 , 才 证 明了 这 些 问 题 是 不 可 能 
仅 用 尺 规 作 图 来 解决 的 。 

比如 ,化 圆 为 方 问题 ， 是 将 图 化 为 等 积 的 正方 形 。 其 


相应 的 代数 问题 是 :用 尺 规 作 长 为 Y x 的 线段 。 由 于 尺 
规 作 图 按 形 数 对 应 的 观点 ,无非 就 是 利用 直线 与 直线 、 直 


三 ”数学 中 的 具体 思维 原理 .原则 .方法 207 


线 与 圆 、 圆 与 圆 相 交 等 截取 交点 的 儿 种 基本 方式 来 实施 
的 ,因而 这 些 交 点 的 坐标 ,相应 地 将 是 由 两 个 一 次 、 一 个 
一 次 与 一 个 二 次 、 两 个 二 次 联 立 方程 的 代数 解法 来 确定 ， 
它 所 能 得 出 的 数量 都 是 由 有 理 数 经 过 有 限 次 加 、 减 、 乘 、 
除 、 开 平方 等 运算 表示 出 来 的 ,而 Y x 不 是 这 样 的 数量 ， 
故 它 不 能 用 尺 规 作 图 来 解决 ,可见 , 同 构 方法 对 处 理 问题 
的 作用 和 威力 。 : 

例 :一 个 实际 问题 的 设计 。 

楼 梯 上 有 一 一 电灯 , 问 应 该 如 何 设 计 电 路 以 使 楼 上 
与 楼 下 均 能 自由 开关 和 它 ? 

设 楼 下 、 楼 上 的 开关 分 别 记 为 4.B, 设 计 的 电路 就 
是 一 个 新 开关 , 记 以 了 ,. 据 设计 要 求 ,开关 A 或 B 翻转 一 
次 必须 引起 了 翻转 一 次 。 

1* 设 4 二 B=1 时 ,P= 1。 z 

据 此 ,作出 A.B、P 的 对 应 值 表 : 


其 方法 是 ;第 二 行 中 ,4 = 1,B = 0, 与 第 一 行 比较 , 知 B 
从 通 到 断 ,4 固 定 不 变 , 而 已 亦 应 从 1 转 到 0; 第 三 行 中 ,4 
一 0,B 二 1 ,与 第 一 行 比较 ,4 从 1 变 为 0, 故 已 亦 应 从 1 
变 为 0,; 等 等 ,由 表 知 ,4、B 在 同一 状态 时 已 = 1, 在 不 同 
状态 时 ,P = 0, 借 用 命题 代数 语言 

P=(AAB)YV (AAB). 

2°* 设 A=B8= 二 1 时 ,P 二 0。 

这 时 ,P 与 1° 中 的 了 处 于 有 反 相 , 故 
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P=(AAB)V .AA SB) 
二 (4 人 B) 人 (4 人 B) (对 偶 关 系 ) 
一 (4 VB)A (4VB)。 (对 偶 关 系 ) 
其 对 应 的 电路 图 分 别 为 图 3.22(1) (情况 1) 和 
3. 22(2) (情况 2°)。 


(1) (2) 
图 3. 22 
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